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Partie A

Exercice 1. On a
f(−1, 1) = f(1,−1) = (0, 0), donc f n’est pas injective.
(−2, 0) n’a pas d’antécédent (car x2 − 1 ≥ −1), donc f n’est pas surjective.

Exercice 2.

f : R → R
x 7→ |x2 + 2x− 3|

(a) Il suffit d’étudier x 7→ x2 +2x−3 (qui est dérivable) et de faire une symétrie par rapport à l’axe
des abscisses quand c’est négatif. Après étude, on obtient

(b) On a f−1({5}) = {−4, 2}, f−1({−2}) = ∅ et

f−1([2, 4[) = {x ∈ R | − 4 < x2 + 2x− 3 ≤ −2 ou 2 ≤ x2 + 2x− 3 < 4}
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Partie B

Exercice 3. Voir TD.
Contre-exemple : f : R → R, f(x) = x2 et A = R+.

Exercice 4.
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-ii- On utilise la question précédente puis la formule du binôme de Newton.
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Partie C

Exercice 5.

(a) Pour tout n ∈ N, n ou n + 1 est nécessairement pair. Donc 3n(n + 1) est divisible par 2× 3 = 6.
(b) Par récurrence. Vrai pour n = 0. On suppose que c’est vrai pour n, on a pour n + 1,

5(n + 1)3 + (n + 1) = 5n3 + n + 15n2 + 15n + 6

≡ 5× 3n(n + 1) mod(6)

≡ 0 mod(6)

où on a utilisé l’hypothèse de récurrence puis la question précédente.

Exercice 6.

(a) Tout nombre premier (sauf 2) est impair, donc de la forme 4n + 1 ou 4n− 1.
(b) Supposons que l’ensemble P = {4n−1 | n ∈ N et 4n−1 premier} soit fini. Alors P = {p1, ..., pk}.

On pose A = 4(p1p2 · · · pk)− 1.
-i- Remarquons que A ≡ −1 mod(4). Supposons que A n’admette pas de diviseur premier de

la forme 4q − 1. Alors, comme A est impair, la décomposition de A en facteurs premiers
doit être de la forme A = (4n1 + 1) · · · (4nl + 1) ≡ 1 mod(4). D’où une contracdiction.

-ii- p1, · · · , pk ne divisent pas A (car A ≡ −1 mod(pi)). Donc le diviseur premier (pourtant de
la forme 4n − 1) de la question précédente n’est pas dans P . Ceci contredit le fait que P
est fini.


