Une correction succinte du Controle Continu d’algébre du 16 décembre 2006 (1.2 Math /Info).

Exercice 1

e 37 est non vide.

esix=3ky=3k €3Z,x—y=3(k—k) € 3Z donc 3Z est un sous-groupe de Z.
esiz =23k €3Z,y € Z, xy = 3(ky) € 3Z donc 37Z stable.

e donc 37 est un idéal.

Exercice 2

k est inversible dans Z/nZ < il existe a € Z/nZ tel que ka = 1
& il existe a,m € Z tels que ka =1+ mn
< il existe a,m € Z tels que ka —mn =1
& peged(k,n) = 1.

Exercice 3

@ est bien une loi de composition interne.

Pour tout z,y € R, z ® y = y ® z, donc cette loi est commutative.

De plus, pour tout z,y,z € R, z® (y® 2) = (x D y) ® z, donc @ est associative.

Posons eg = 1. On verifie que Vo € R, © @ e = x. Donc egq est neutre de &.

Soit # € R. Posons ¥ = 2 — x. On verifie que z ® 2% = eg. Donc tout € R posséde un
inverse pour @ (que I'on a noté 2%).

Donc (R, ®) est un groupe commutatif.

® est bien une loi de composition interne.

Pour tout z,y € R, z ® y = y ® z, donc cette loi est commutative.

De plus, pour tout z,y,z € R, z® (y® 2) = (r ® y) ® z, donc ® est associative.

Posons eg = 0. On verifie que Vo € R\{eg},  ® eg = x. Donc eg est neutre de ®.

Soit x € R\{e®}. Posons &® = ;. On verifie que x ® Z¥ = eg. Donc tout x € R, différent
de egq posséde un inverse pour ® (que l'on a noté z%).

Finalement, Vz,y,2 € R, (z @ y) ® 2 = (r ® 2) ® (y ® 2), donc ® est distributive sur @.
Donc (R, ®,®) est un corps.

Exercice 4

51 = (174)(268) et so = (14)(263).
e(s1) = €(174) x €(268) = (1) x (1) =
€(s9) = €(14) x €(263) = (—1) x (1) = 1

o(s1) = ppem(o (174) 0(268)) = ppem(3,3) = 3,

o(s2) = ppem(o(14),0(263)) = ppem(2, 3) = 6.
3. 315 =105 x 3 donc 51315 = (513)1® = Idg,

116 =19 x 6+ 2 donc sot16 = (326)19522 = 592 = (236).
4. 5= (174)(268) o (14)(263) = (28)(36)(47)

1.
2.



Exercice 5

X242X +-3 = (X —1)(X +3). I suffit donc de trouver a,b € R tels que P(1) = P(-3) = 0.

a+b+1=0 a=
~
8la+9b+1=0 b==3Y

Donc P(X) = $X* — 1022 41,

| ©l=

Exercice 6

1. Les racines de (2X +1)(X —4) sont S et 4, chacune de multiplicié¢ 1. Comme P(—1/2) =
P(4) =0, (2X +1)(X —4) divise P.
On pouvait aussi effectuer la division euclidienne de P par (2X + 1)(X —4).

2. On effectue les divisions euclidiennes de ’algorithme d’Euclide :

PX) = (X—-4) QX) + (—X2+7X +4)
QX) = (=X -6) (—X2+7X+4) + (48X +24)
X2 4+T7X +4 = (—X/244+1/6) (48X +24) + 0

Donc D(X) = (48X +24) = X + 1
3. Il suffit de remonter ’algorithme précédent :
D(X) = 548X +24)
= LlQ@) - (X —6)(-X2+7X + 4)}
= QX)) — (=X = 6)(P(X) — (X ~ 9)Q(X))|
= LI(X+6)P(X)+(-X2—2X + 25)@()()}

—

—

Donc R(X)= kX +3et T(X)= 3 X>— 4X + 2.



