L2 Math MA/MG Intégrale

CALCUL DE PRIMITIVES, Vo.1

Avertissement : ce document a été tapé trop rapidement et inclut donc un nombre
conséquent derreurs en tout genre. Lauteur décline toute responsabilité dans
I'usage de ce document.

Rappel. Soit f : I ¢ R — R. On appelle primitive de f toute application g : I — R dérivable sur I telle que,
Vx eI g'(x) = f(x).Sig est une primitive de f alors pour tout A € R g + A est une primitive de f. Si g et

h sont 2 primitives de f alors il existe 4 € Rtel que h = g + y.
Une primite de f est notée [ f(x)dx.

Ce qui suit est un rappel.

xm+1
x™ om# -1 x7! In|x|+ A
m+1
exp(x) exp(x) + A cos(x) sin(x) + A
sin(x) —cos(x)+ A 1+ tan?(x) = ﬁ tan(x) + A
1+ cotan®(x) = ﬁ —cotan(x) + A ch(x) sh(x) + A
sh(x) ch(x)+ 21 1-th(x) = ﬁ th(x) + A
1
—_— 2 —_——— .
1 - coth”(x) = Shz(x) coth(x) + A Vi (x| <1) Arcsin(x) + A
1 1
Arctan(x) + A Argsh(x) + A =In(x+Vx2+1)+ A
1+x2 x2+1
! (x>1) Argch(x) + A ! (x <-1) —Argch(x) + A
Vx?-1 s Vx?-1 8
1
o (|x|>1) In|x +Vx2 - ‘ +A T (|x| <1) Argth(x) + A
1 1 1
(Jx| >1) Argcoth(x) + 4 (Jx| # 1) Iln ‘x i B
1-x? 1- x?
2. CHANGEMENT DE VARIABLES DANS UNE INTEGRALE INDEFINIE
Rappel sur ’intégrale de Riemann. Si f : [a,b] — R, f continue, et g : [a, ] — g([a,B]) c [a,b], g

1. PRIMITIVES DE FONCTIONS USUELLES

dérivable sur [, 8] et g’ continue alors

Sig(a)=aetg(p)=

Intégrale indéfinie.

b alors

[ fatng'nya-

0 o,

fabf(x) dx = _[Xﬁf(g(t))g'(t)dt.

Primitive de f sur I intervalle réel, F(x) = [ f(x) dx avec f € C(I,R).
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Soitg : ]~ I, g € C(J, ) telle que g réalise une bijection de J sur I. Ainsi x = g(t) équivauta t = g7!(x)
etona

F(g(t) = [ flg0)g(D)dt et (Fogog™)(x)=F(x).

Autrement dit le changement de variables x = g(t) permet de calculer Fog(t) et en composant (Fog)og™!
on obtient finalement F(x).

Exemple2.1. F(x) = [ V1-x?dx,|x| <1.Posonsx = sin(t). Orlafonctionsin : [-7/2, /2] — [-1,1] est
définie continue strictement croissante de [-7/2, /2] sur [-1,1], elle réalise une bijection de [-7/2, 7/2]
sur [—1,1] et est continiment dérivable sur [-7/2, 7/2]. Dans ce cas

F(g(1)) = /mcos(t dt—/cosz(t)dt_f1+COS(2t)d _t, sm(2t) Y

Ajoutons que x = sin(t), t € [-7/2, /2], équivaut & t = Arcsin(x) et que sin(2t) = 2sin(t) cos(t) =

2xV1 - x%. Donc
F(x)=- Arcsm(x) + —\/1 -x2+ A
1 1 1

a2 +x2" /a2 52 a?=x2" /a2 £ x2 \/x2 + a2
et a # 1. Effectuons le changement de variable x = at, dx = a dt. Alors

f—l d f— f L Arctant + 2
x = = — = — Arctan
a2+ x2 a’ + a’t? 1+1f2 o

= Arcsint + A

2.1. Calcul des primitives de

. On suppose que a > 0

1 1 1 1+t
x| # ——dx=— dt:—ln—+)L
a? — x? ald 1-#2

=ln (t+ t2+1)+/1

|x| > a dx = dt=In[t+ V2 -1+

f% f¢—

D’ou

1
dx = — Arctan d +A dx = Arcsin d +A

1 1
[(x2+x2 o o« [\/0‘2_,52 o

1 _L o+ X dx ~ 5 5
/—az_xzdx—2a1n|(x_x‘+/l, /—\/m—ln(x+\/x +oc)+A
dx—ln|x+\/x2 (xz‘+/1

| ==
1 1
ax?+bx+¢’ ax?+bx+c

2.2. Calcul des primitives de Le triplet (a, b, c) € R* x R?. Tout d’abord

on écrit
dac - b? )
402 )

Clairement tout dépendra du signe de la quantité 4ac — b* (et de celui de a pour la racine).
1

ax?+bx+c

ax2+bx+c:a(x2+gx+£):a((x+%)2+



e J(x) =

b2
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ler cas : 4ac — b* > 0. Le trindme n’a pas de racine; soit & € R* tel que 245~
x+Z— t,dx =dtona

4ac b

Arctan

= 2. Alors en posant

b
x+2a

\/W
4qa?

+A

dx 1 dt ¢ .
f b\2 | dac-b? :Z/mzaArctan—+A:4—b2
7 ac—
a((x+5) + ) a\/7
2¢ (2ax +b)e
= ————Arctan———==+1 ou ¢ =sign(a)
2 2ax+b
= ———— Arctan —— + A.

Vdac — b?
0. Pour x e R\ {-b/2a}
dx -1

- 1=
f a(x+%)2 a(x+ L) ’

2a

V4ac - b?
2¢éme cas : 4ac — b* =

—-a
4
2ax+b

3éme cas : b —

4ac > 0. Soient x; et x, les deux racines disctinctes de notre trindbme. Pour x # x; et

X # Xy, sia? = b442”‘cetx+——t(dx dt) alors
\/h2_
dx 1 dt 1 t—a 1 X %—%
| rre = R Rt i R i) = A
a((x+5) _T) a - an o+ a x+ Ly ze—aac

1 2ax +b-eV/b? - dac

" 2aa ! 2ax + b+ Vb2 - dac A

_ € n2ax+b—sx/m o
b2 —dac |2ax+b+eVb? - 4dac

1

Vx2+bx+c

Il y a quatre cas, 4ac — b* > 0 (qui entraine a > 0), b*
—4ac = 0 (qui entraine a > 0).

=

—4ac>0eta>0,b>

V4ac—b?

2a

2 _ 4dac— b?
4a?

ler cas: 4ac — b* > 0eta > 0. Posons « , 0= ,t=x+%:

I A V2 + o2
](x)—\/af\/m—\/aln(t+ 2+ a2) + A
4ac — b?

x+£+\/(x+i)2+
2a 2a 4q2

\/ax2+bx+c)
+— |+

+A

1
=—In

Ja

2éme cas : b?
ndme est strictement positif dans R \ [xy, x,] :

1 dx
]("):fﬁ\/(“%z e ff\/ﬁ 7a

1 b ax?+bx+c
=—ln|x+—+ —‘+A
Va a a

—4ac >0eta<0,etenfin

—4ac>0eta>0. Le trindbme possede deux racines distinctes x; < x;, et bien str le tri-

ln|t+\/ a2‘+/1
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3éme cas : b? — 4ac > 0 et a < 0. Le trindme posséde deux racines distinctes, x; < x; et est strictement
positif pour x e]xl, X[

dx t
J(x f f Arcsm +A
7 ﬁm“mz = et e e
—— Arcsin ——— 2ax+b +A.

\/—_a Vb%-4ac

4¢me cas: b?> — 4ac =0 et a > 0. Clairement

J(x) = iln(s(x+ %)) +A avec e(x+ %) > 0.

Ja

2.3. Primitives des fractions rationnelles en x.

a(x)
b(x)
ol a € R[X]|* et b € R[X]*. On décompose la fraction rationnelle en éléments simples (ce théme sera
abordé (apres!) en algebre) :
- pged(a,b) =1
- sidega > degb alors il y a une partie entiére (non nulle), g(x), g € R[X] etona a = bg + r, avec
r=0oudegr < degb. Le polyndme g étant facilement intégrable, il reste a calculer la primitive de la

r(x)

fraction rationnelle ()
x)

- sidega < degb on calcule la primitive de ZE;C;

Dans tous les cas, on décompose la fraction rationnelle (r/b ou a/b) en éléments simples sur R[ X]. Il faut
donc calculer les primitives d’élements simples de 1ére espéce et de 2éme espéce :

&> élts simples de lére espéce &=

A
—Q A#0, n2>1,
(- a)
qui s’intégre en
AMn|x —a|+f sin=1,
A 1

Em‘l‘ﬁ sin>2.

&=  élts simples de 2éme espéce &=

(oo (WS (nn) R pery
On écrit tout d’abord
Ax + u A 2(x-m) . p+Am
((x—m)2+ nz)p 2

((x—m)2+n2)p ((x—m)2+n2)P'
Le premier terme s’integre selon que p =loup #1:

iln((x—m)2+n2)+/3 sip=1,

A / 2(x —m) d = 2
2 PRI A A 1
2 ((X—m) +n )P 2(1—p) ((x m)2+n2)

dx
I(x) = / (G —my e )

TtB sip>2.

Reste le calcul de
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qui peut se faire par un changement de variables algébriques ou trigonométriques. Voyons les deux solu-
tions.
Changement de variables algébriques. En posant x — m = nt, dx = n dt le calcul se rameéne a celui de

ndt 1 dt
1(s(1)) = f(nz nz)p:nZP—lf(t2+1)p'

dt
Posons A, = [ ——— Le calcul de A, se fait par récurrence avec
(L2 +1)P

dt
Alzf = Arctant+ A
1+ t?
et une intégration par partie

t tx px2t (t2+1)—1 t
- f(1+t2 o 4= Gy 2P A~ Apa),

A, = +
Po(2+1)p (1+ £2)p+1 (t2+1)P

t
qui donne la relation  2pA,.; = (2p -1)A, + @+

Changement de variables trigonométriques. On pose x — m = ntan6 = h(0), 0 €] — /2, n/2[, dx =
n(1+tan® 0) df. Alors

n(1+tan” 6) 1 do 1
1(h(6 f do - - 7 [ cos 040,
(h(6)) = (n?tan? 0 + n2)?P n?-1J (1+tan?6)P~1 n2r-1
Si p =1, la primitive est déja connue ou se retrouve avec l'expression ci-dessus. Si
—p=2—ona
1+ cos260 0 1
fc0526d6: / STV 0= 2 + sin20+ A
2 2 4
et comme
H(Xom
. 2tan 0 ( ) 2n(x — m)
sin20 = = 5 =
1+ tan? 0 1+ (Em) (x —m)? + n?
n
finalement
1 xX-m n xX—-m
I(x) = = Arctan + = + A
(%) 2 n 2 (x-m)?+n?

— p=3— etbriévement:

1sin40

fcos49d6:%f(cos46+4c0529+3)d6— 3 +2sin20+360 + A

soit

n(x-m)(n*—(x - m)) 2n(x —m) X -
I(x) = ( (G -m)P+ )2 (x_m)2+n2+3Arctan - +/1).

D’une fagon générale on pose B, = [ cos*? 0 d6 et par intégration par partie on obtient
B, = f cos*?™ 0 cos 0dO = cos** ™ Osin 6 + f sinf x (2p —1) cos** 2 O sin § dO
= cos? ' 0sin 0 + (2p — 1) (Bp_1 — B).

soit
2pB, = cos?? ' 9sin @ + (2p - 1)By_1.
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Exemple 2.2. Calculons

I(x) = f 3x+4 /‘ 2x +1 5 1
x
(x2+x+1)3 "2 (x?

+x+1)3 2(x2+x+1)3
1

4w?:m S,

dx

J(x) = / .En posant x + 1 = \/_ =g(t),dx = ‘/_ dt, on obtient
((x+ 1)2 )

5 :
- [ s . :éﬁ)f(& -2

= As.
243 2 2413 27 O

Pour A3 on écrit que 24, = A; + t2+1 soit

1 1 ¢
Ay = A+ ——,
S R PR

puis que 443 = 3A1 + 2 Koo (ﬂ—il)” ce qui donne finalement

3 3t 1 t
A3:—A1+—

+ = .
8 8t2+1 4 (t*+1)2
11 ne reste plus qu’a remplacer ¢ par son expression en x
32\/' 323 (3 2x+1 3 \/' 2x +1 33
J(x) = Az = Arctan + = +A
27 \8 V3 8 4 xrxil 16(x% + x +1)?
3 2x +1 2x +1 2 2x +1
:£ 4 Arctan al +V/3 ad \/_( x+1)
9 V3 2rx+l (x2+x+1)?

Ainsi finalement

40x + 11 5 2x+1 10v/3 2x +1
I(x) = += + Arctan
R2(x2+x+1) 6x*+x+1

9 V3
3. FONCTIONS COMPOSEES DE FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES

3.1. Calculde [ cos(ax + b) cos(cx +d) dx, [ cos(ax + b)sin(cx +d) dx, [ sin(ax + b) sin(cx +d) dx
On transforme en somme, ce procédé s’applique aussi au cas de 3 facteurs

+A.

Exemple 3.1. Calculons I = | sin x sin 2x sin 3x dx. Successivement

1
sin x sin 2x = E(cosx - c0s3x)

. . 1 . .
sin x sin 2x sin 3x = 5(_ cos 3x sin 3x + cos x sin 3x)

Z(—sin6x + sin4x + sin 2x),
1
doul=4< 34 COs 6x — i€ L cosdx — 3 COSs 2x.

3.2. Fonction polynome en sin x et cos x. Soit la fonction f définie par

flx)= > ap sin” x cos® x.
0<h<p
0<k<q

Le calcul de la primitive de sin”

x cos® x dépend de la parité des entiers h et k
Cas h ou k impair. Si h = 2a + 1, la primitive a calculer s¥écrit

A:fsinz‘x“xcoskxdx:f(l—coszx)“coskxsinxdx
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Par changement de variable u = cos x, du = —sin x dx on obtient

A=—f(1—u2)“ukdu,

qui se calcule aisément.
Sik =2p+1alors

A= [ sin” x cos?*! x dx = [ sin” x(1 - sin x)¥ cos x dx = / ul (1= u?)P du,
qui se calcule aisément.

Cas h et k sont impairs. L'intégrale s’écrit
f sin?**! x cos?* dx = f (sin® x)%(cos® x)P sin x cos x dx

_ f (l—c;)szx)a(l+c§s2x)/3%sin2xdx

1 1-u\a/1 B
3 (5

ou u = cos2x et du = -2 sin 2x dx. En développant le calcul se poursuit. La méthode précédente s’applique
aussi, c’est une question de gotit.

1-cos 2x

Cas h etk sont pairs. On écrit k = 2a et h = 2f8. Si h et k sont assez petits on remplace sin® x par =3

et

cos® x par % et on linéarise. Par exemple calculons I(x) = [ sin® x cos? x dx. Sachant que
1 1 1-cos4x 1
(sinx cos x)* = Zsin22x =1 et sin’x = 5(1—c052x)

on a (rappelant que cos(a) cos(b) = 3(cos(a + b) + cos(a - b)))
4,1 1 1,1 1
sin® x cos”x = — (1 — cos 2x — cos4x + =(cos 6x + cos2x)) = — (1 — = cos 2x — cos4x + = cos6x),
16 2 16 2 2
dou

x 1 1. I
I(x) = — - —sin2x — —sin4x + — sin6x + A.
16 64 64 192

Si h et k sont grands la situation se complique. Posons I, g = [ sin** x cos? x dx et établissons une formule
de récurrence :

2B+1 . i 21
cos x sin x 2a-1
Inp = [ sin* ! x(sin x cos® x) dx = - + f cos?*2 x sin®* 2 x dx
’ 2B +1 2B+1
I - cos?PH! x sin?% 1 .\ 20 — 1I
wp = 2p+1 2p+1 T

Par itération le calcul de I, g se raméne a celui de Iy g4 = / cos?(P+9) x dx.

3.3. Fonction rationnelle en sin x et cos x. Soit

P(cosx,sinx)

ff(x)dx avec f(x) =

Q(cosx,sinx)’
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3.3.1. Méthode brutale. On fait le changement de variable
t=g"(x) =tan§ xe|-n+kmn+kn[, keZ.

Les calculs donnent

2t 1-t 1 2dt
—, cosx=——, dt:—(1+t2)dx et dx= .
+ 12 1+ ¢2 2 1+ ¢2

sinx =

Ainsi
1 +?

1+t2’ 1+tZ 2dt
1(g(1)) = [ ) 1+t2

1 2

1+t2 > 1+t2
qui est une fraction rationnelle en ¢. Ce changement de variable aboutit dans tous les cas. Si f(x) dx vérifie
certaines propriétés le calcul peut étre simplifié (un peu). C’est I'objet des regles de Bioche qui suivent dans
3.3.2-3.3.4. La notion de “plus simple” tient en fait dans le degré des fractions rationnelles obtenu in fine et
“un peu moins” de calcul.

3.3.2. Si la différentielle f(x) dx est invariante lorsqu'on change x en —x, alors on peut poser u = cosx, u
nouvelle variable. On obtient une primitive d'une fraction rationnelle en u a calculer. En effet P et Q se
décomposent en

P(cosx,sinx) = P(cosx) + sin xP,(cos x)
Q(cosx,sinx) = Qi(cosx) + sinxQ,(cos x).

Py(cos x) est obtenu en considérant les termes ne contenant pas sin x, ou le contenant a une puissance pair,
i.e. sin? x = 1 - cos® x donne des termes en cos x uniquement. sin xP;(cos x) est obtenu en considérant les
termes contenant sin x a une puissance impaire et grace a I'égalite sin’**! x = sin x(1 - cos? x)*. De méme
pour Q; et Q,. Ainsi par ’hypothése f(-x)(-dx) = f(x)dx

Py(cosx) + sinxP;(cosx)

Qi(cosx) + sinxQ;(cos x)

£(x) dx =

_ Pi(cosx) —sinxP,(cosx)
~ Qi(cos x) — sin xQ;(cos x)
_ —Pi(cosx) +sinxP;(cos x)

- Qi(cosx) — sinxQy(cos x)

—dx)

1 . _ . A+B A-B
On utilise ensuite le fait que si alors AD =BCet
C+D C-
A+B |4 siC=0,
C+D |£ siD=o.

DoncsiQ; #0

Py(cosx) . Py(u)
[f(x) dx = [ sin x Qulcosx) dx = () du,

ouu =cosx etdu = —sinx dx.
SiQ;=0etQ,+0alors

~ —Py(cosx) ~ ) Py(cosx) ~ Pi(u)
/f(x)dx - f —sinxQ,(cos x) dx = f s1nx(1 - cos? x)Q(cos x) dx = f (1-u?)Qy(u) du.

Dans les deux cas le changement de variables aboutit.
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3.3.3. Si la différentielle f(x) dx est invariante lorsqu'on change x en m — x, alors on peut poser v = sinx,
v nouvelle variable. On obtient une primitive d'une fraction rationnelle en v a calculer. Par une technique
similaire & ce qui précéde on peut écrire P et Q sous la forme

P(cosx,sinx) = P5(sinx) + cosxPy(sinx), Q(cosx,sinx) = Qs(sinx) + cos xQ4(sinx).
Par I'hypothése on obtient

P3(sinx) + cosxPy(sinx)

d =

fx)dx Q;(sinx) + cos xQq(sin x)

—P5(sinx) + cos xPy(sinx)
= : - dx)
Q;(sinx) — cos xQq4(sinx)
et finalement
_ cos xPy(sinx) .
f(x)dx = —Qg(sinx) dx siQsz#0.

Il suffit de poser v = sinx, dv = cos x dx :

P
_/f(x) deo [ COS% 4(51nx) f (v)
Qs (sm x Qs (v)
Si Q3 = 0 alors Q4 # 0 et le méme changement de variable aboutit & une fraction rationnelle en v.

3.3.4. Si la différentielle f(x)dx est invariante par les deux changements de variables précédents, on peut
poser w = cos 2x, w nouvelle variable et le calcul se raméne a une fraction rationnelle en w. En effet d’apres

3.3.20na
_sin xPy(cosx)

fx)dx Qi(cosx)

et on peut transformer P, et Q; de telle sorte que
Py(cosx) = Py(cos® x) + cosxPyy(cos*x) et Qi(cosx) = Qu(cos® x) + cos xQpa(cos® x).
Le fait que le changement de variable de x en 7 — x laisse invariant f(x) dx implique

f(x)dx =

sin x Py (cos? x) + sin x cos x Py (cos® x)

d
Qu(cos? x) + cos xQpp(cos? x) *

_ —sin x Py (cos? x) + sin x cos x Pyy (cos® x)
- Qu(cos? x) — cos xQyz(cos? x)

sin x cos x Py (cos® x) d i Qy 0
= X S1Un

Qu(cos? x

et le changement de variable w = cos 2x, cos? x = (1+ w)/2, dw = —2sin 2x dx donne

ff(x)dx———/—gzlzlgi_:; dw

Si Qq = 0 alors Qy2 # 0 et le calcul aboutit avec le méme changement de variables.

(dx)

3.3.5. Si la différentielle f(x) dx est invariante lorsqu'on change x en m + x, alors on peut poser t = tanx, ¢
nouvelle variable. On obtient une primitive d’une fraction rationnelle en ¢ a calculer. On écrit

P(cosx,sinx) = Pi(cosx) + sin xP(cos x)
= (Pu(cos.2 X) + cos xPlz(coszx)) + sinx(le(cos2 X) + cos xPzz(cos2 x))
Q(cosx,sinx) = Q(cosx) + sin xQ,(cos x)

= (Qu(cos2 X) + cos xQpp(cos? x)) + sinx(Q21(c032 X) + cos xQy;(cos? x))
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Sachant que f(x) dx est invariante lorsqu’on change x en 7 + x alors

(Pu(cos2 x) + cosxPp(cos’x)) + sinx(PZI(cos2 x) + cos x Py (cos? x))

£(x) dx =

(Qu(cos2 x) + cos xQpp(cos? x) ) + sin x( Qy1(cos? x) + cos x Qo (cos? x))

) (
(Pu(cos2 x) — cosxPp(cos’x)) — sinx(PZI(cos x) — cos xPy(cos? x))
B (Qu(cos2 x) — cos xQpp(cos? x)) - sinx(Q (cos? x) — cos xQz(cos? x))
~ Py (cos? x) + sin x cos x Py, (cos? x)

Qq1(cos? x) + sin x cos x Q42 (cos? x)

En posant t = tanx, cos® x = 1/(1+ £*), sinx cos x = § sin2x = t/(1+ £*), dt = (1+ £*) dx, dx = dt/(1+ %),
si Qu(cos® x) + sin x cos xQy,(cos? x) # 0 alors

p11(1+t2) 1+t2P22(1+t2)
dx = dt.
/f(x) x (1+t2)Q11(m)+tQ22(m)

Sinon Clest la quantité — cos xQyz(cos® x) — sin xQz (cos? x) qui est non nulle et le méme changement de
variables aboutit & une fraction rationnelle en .

3.3.6. Deux exemples.

Exemple 3.2. Soit a calculer

F(x)zfd—x x # k.

La quantité -2 o est invariante quand on change x en —x. Posons donc u = cosx, du = —sinx dx. On
obtient q d Lo
sin x dx —du 1 1+u + cosx
F(x) = f = —:——ln‘—‘+/\:——ln—+/\.
sin® x (1-u?) 2 N-u 2 1-cosx
De plus

1+cosx  cos®(x/2)
1-cosx sin?(x/2)

Comme exercice tester le changement de variable dit “brutal” pour obtenir le méme résultat.

o F(x) = ln‘tan(x/Z)‘ +A.

Exemple 3.3. Soit a calculer

d
F(x) = f —x.
COS X — Cos 3x

Ici f(x) dx est invariante quand on change x en 7 — x. Posons v = sin x, dv = cos x dx. Quelques relations
trigonométriques nous donnent : cos x — 3 cos 3x = 2sin 2x sin x. Donc

F(x) = f / cosx dx f cosx dx
X =
2J sin2xsinx 4J sinxcos’x 4J sin? x(1-sin’x)

1 dv 1 12 12
G(V):vaz(l—vz):Z[(v2+1—v+m)dv

et

1 1 1 1+
:—(————ln|1—v| —ln|1+v|)+)t———+—l’ v+/\.
a4\ 4y
Finalement on obtient ) . 1+ si
+
Fl= b L
4sinx 8 1-sinx

4. FONCTIONS COMPOSEES DE FONCTIONS HYPERBOLIQUES

Les versions hyperboliques équivalentes aux sections 3.1 et 3.2 pour les fonctions trigonométriques se
traitent a I'identique.



CALCUL DE PRIMITIVES, Vo. 1

4.1. Fractions rationnelles en ch x et sh x. Soit

_ P(chx,shx)
flx) = Q(chx,shx)’

T
. Les formules des fonctions hyperboliques nous

_ _ 1 2% _
Posons 7 = th(x/2), dr = E(l - th E)dx, dx = 2

donnent

La primitive | f(x) dx devient donc

oL, 2r 1-72
1-72° 1-12

D’autres changements de variables sont possibles, du type “regles de Bioche”. Pour cela il faut considérer

la version trigonométrique associée, i.e. on remplace ch par cos et sh par sin et on regarde les propriétés de
P(cosx,sinx) |

la forme W :
| invariant par | chgt en trigonométrique | chgt en hyperbolique |
X = —x U =cosx u=chx
X—>m—x v =sinx v=shx
les deux précédents W = C08 2x w =ch2x
X—>TmT+x t=tanx t=thx

Exemple 4.1. Reprendre les deux cas trigonométriques et calculer

f dx f dx

sh x ch3x —chx’

4.2. Remarques sur certaines primitives. Soit P, un polynome de degré n et cherchons Q, de degré » tel
que

f exp(ax)P,(x)dx = exp(ax)Q,(x).

Si P, et Q, sécrivent P, = 3.}, axk, Q, = Yhoo bpxk alors

/ n-1
(exp(ocx)) = exp(ax)(abnx” + > (abg+ (k+ 1)bk+1)xk).
k=0
Par identification, ab, = a, et pour tout k € {0,...,n -1} abyg + (k+1)bx,1 = ax, ce qui permet de trouver
les coeflicients by du polynome Q,,.

Pour calculer les primitives de C(x) = exp(ax) cos x - P,(x) on associe S(x) = exp(ax) sin fx - P, (x)
et on se rameéne au cas précédents a I'aide des complexes :

C(x) +iS(x) = / exp ((a +iB)x)Py(x) dx.

Exemple 4.2. Si C = [ x?exp(x) cosxdx et S = [ x*exp(x) sin x dx alors
2 _ 2
Ccos X + (% -x+ %)sinx), S= exp(x)(( - % +x - %)cosx + (%x2 - %)sinx).

C-= exp(x)(x
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5. CALCUL DE PRIMITIVES DE CERTAINES FONCTIONS IRRATIONNELLES
f(x, y) est une fonction rationnelle en x et y. La quantité y est 'une des deux quantités suivantes,

ax+b

(1) la racine n-éme d’une fonction homographique en x, y = 7
cx +

(2) laracine carrée d’un trindme du 2nd degré en x : y = Vax? + bx + c.

. b
5.. Casy = axid. avec n € N* et (a, b, c,d) € R* tels que ad — bc # 0. Calculons
cx
b
I(x) = [f wax+ )dx
La quantité y" = ‘C‘;‘ig est égale a a/c si et seulement si bc = ad. Donc
" " "d-b
x(a-cy")=y"d-b ex=7 —=g(»)
a-cy
et
deo n"d(a-cy") +ncy" Y (y"d - b) dy = n(ad - bc)y™!

(a=cy")? ECEETDE
Le calcul de I(x) se rameéne a celui de I(g(y))

I(g(y)) = ff yd - ,l:,)/)n(ad_bc)ynﬂ

(a-cym)?
qui est une fraction rationnelle en y.
Exemple 5.1. Calculons I(x) = [ Lrx —— dx. Posons
X 1. u =[—
ples 2x -1V 1-x
1 1+x 1
=—\/—=, Dp=[-L1{=).
)= 5[ D=L G)
Posons y = /1= ; y*(1 - x) = 1+ x équivaut a x(1+ y*) = y* - 1, soit
2
Y- -1 . . dx 4y
e =g(y) (fonction paire), O gy = OE+ 1)

La fonction g’(y) est strictement positive sur ]0, +oo[, donc g est strictement croissante sur [0, +oo| et
réalise une bijection de [0, +oo[ sur [~1,1[. Ajoutons que g(y) = 1/2 équivaut a y* = 3. Ainsi

el 4y _ Y
160N = [ L5 o=t oy @

y € R* \ {\/3}. La théorie des fractions rationnelles nous dit que

y? a b cy+d

P3P+ g3 yev3 2l
etontrouve b = —a,c=0=,a=1/3/8etd =1/4. Ainsi
\/'/2 V3/2 1
)= [ 2 o

\/_ln|y—\/§‘—%ln|y+\/§‘+Arctany+A
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et finalement

V3 nE_ 3 1+x

I(x )——1 = + Arctan T
+ -x
Vis i V3
5.2. Cas y = Vax2 + bx + c. avec (a,b, c) € R*R* Posons
I(x) = f f(x,Vax?+bx +c)dx.

13

+A.

5.2.1. Changements de variable algébrique. On propose deux changements de variables algebriques, le pre-

mier général, le second dans le cas particulier ot A > 0.

(1) Selon la valeur de A = b? - 4ac, il y a deux racines disctinctes avec choix de x dans | — o0, x;) U
(2, +0o[, une seule (i.e. on supprime la racine) ou aucune racine (x € R). Ici | — 00, x1) U (2, +0o|
veut dire que selon la fonction f, x; est inclus ou non inclus, de méme pour x; : il suffit de comparer

[ Vax? + bx + c dx définie pour ax*+bx+c > 0et [ 1/V/ ax? + bx + c dx définie pour ax*+bx+c >

0.

On pose vV ax? + bx + ¢ = \/a(x + t) et on peut prendre t comme nouvelle variable :

ax’ +bx+c=a(x*+2tx+1*), x(2at-b)=c-at’, x=

dx -2at(2at—b) - (c—at’2a 24t +2abt - 2ac _

c— at? b
t+ —
2at—b 2a

—2a(at* - bt +c)

dt (2at — b)? T (2at-b)?

(2at - b)?

Attention x = <40 5 West pas équivalenta v ax? + bx + ¢ = \/a(x+t),ilyaune question d’intervalle

A 7 . Zat
pourta prec1ser'

—Si A = b?—4ac <0, alors & dt < 0. Selon le tableau de variations ci-dessous,

t |-o0 b/2a +00
dx — _
dt
Too +00
x(t)
—o0 —00

et on se raméne 4 x en fonction de ¢, strictement monotone dans |b/2a, +oo].

—>Si A = b%—4ac > 0, alors posons

b+vVA b-VA

b = , h=
2 2a ! 2a

Il faut faire trés attention et bien déterminer quel intervalle en t réalise une bijection sur
| = 00, x1) etlequel réalise une bijection sur (x;, +oo[. Nous avons alors le tableau de variations

suivant
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t |-o0 3 b/2a t too
dx
G- 0+ + 0 -
+00 +00 X1

x(1)

X2 —00 —00

Posons x(#;) = x; et x(t;) = x1. On peut prendre l'intervalle (—x,, +co[U] — 00, x;) et sachant
at’~bt+c
2at-b

quex +t= on obtient que

—at?

160 = [ f(5orpVal

2 _ 2 _
at bt+c))(_2a)(at bt +¢)
2at-b (2at - b)?

Vax2+bx+c—/ax
—

qui est une fraction rationnelle en ¢, avec t = e

dt,

(2) Onsupposeici A > 0etselonlesignedea,a >0etx €] —o0,x1)U(x2,+co[ oua < 0etx € (x,x2).
—Sia >0 posons Vax?+bx +c =+/a(x — x)t (ou bien \/a(x — x;)t), avec t la nouvelle va-
riable. Pour mener correctement I’étude de ce changement de variable il faut bien remarquer

quesix > x;alorst > Oetsix < xjalors t < 0. En élevant au carré ax? + bx + ¢ = \/a(x—x;)t
on obtient successsivement

ax* +bx+c=a(x - x)(x—x) =a(x —x)t5, x-x=(x-x)t

xt?—x
x(l—tz) =—x;t2+x, x= %, t+ +1.

Ainsi

dx _ 21 (12 - 1) = 2t(x1* = x3)  2t(x2 — x7)
dr (12 -1)2 C(2-1)2

Dans le cas ot x € (x;, +oo[ ona ¢t € (0,1] et le tableau de variation donne

t —00 0 1 +00
dx
i 0+ +

x(1)

X —00

Ainsi si x € (x2, +oo[ alors t € (0,1], la bijection est bien réalisée et comme

B xltz—xz—x1t2+x1 X1 X2
t2 -1 2 -1

X — X1
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on obtient

x1t2 - X2 \/E(xl - XZ)t)Zt(xz - xl)

; dt
2 -1 2 -1 (£2-1)?

1z = [ £

avec

Vax?+bx+c Va(x —x)(x - x)
Va(x -x) Va(x -x)
Dans le cas ot x €] — 00, x1) on a par la méme méthode ¢ €] — o0, -1).

Dans tous les cas le changement de variable aboutit a une fraction rationnelle en .
—>Sia <0 alors x € (x1,x;) et

Vax?+bx+c=+-a(x—x))t, t>0 (our/—a(x—x;)t, <0)

Successivement les calculs donnent

xt? +x
ax’ +bx+c=-a(x-x)*?, x-x=-(x-x), x="- "2
1+ 2
dx  2xt(1+ %) = 26(xy > + %) 2£(x1— x3)
dt (1+12)2 Co(+2)2
d’ot1 le tableau de variation
t 0 +00
dx
=~ o -
dt
X2
x(1)
X1

Finalement

I(g(t)):ff(x1t2+x2 \/‘_a(xz—m)t)Zt(xl—xz) dr

1+£2 7 1+ (1+12)2

vVax?+bx+c Xy — X X — X1
f=—— = = , X-—Xx1= =
V—-a(x - x1) X — X 1+¢

I(g(t)) est bien une fraction rationnelle en .

avec

5.2.2. Changements de variable trigonométrique. Le point de départ est toujours

b dac - b?

ax’ +bx +c= a((x+ —)2 + —)
2a 4q2

ler cas : a > 0 et on doit distinguer deux sous cas, A > 0 et A < 0.

b \2 , 4dac-b?
—>A < 0. On constate que (x + 5) + =07

carrés. On peut poser
b 4ac - b?
XxX+—=1/——— tanf
2a 4q2

est la somme de deux termes positifs donc de deux
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Comme le trindme ne posséde pas de racine réelle, x décrit R, dou 0 décrit | — /2, /2] et

5 4ac dac-b*; 1
ax +bx+c:a(—(1+tan 0)) T(COSZQ)
V4ac — b2
P 4ac-b? 1 40

2a cos2 0

1 [4ac-b? 1
Va2 +bx+c= -] =7
2 a

cosO’

On obtient alors

_ _ 2 / 12 Viac - b2
I(g(@)):ff(—b \/4ac b 4ac-b Vdac - b2 40
2a cos@ 2acos? 0

qui a le bon gott d’étre une fractlon ratlonnelle en sin 9 etcosO!

&= autre changement de variable possible &=

b 4ac - b?
x+—=1/——— shu
2a 442

avec u décrivant | — oo, oo[. Briévement

ax +bx+c:a(4ac b )(sh2u+1)— (Am;—a_zbz)chzu,

/ _ 12 SAr _ 2
\/ax2+bx+C— dac- b7 b Lbchudu.

2a
d’ou

I(g(u)):ff(;b \/4ac—b2 /4ac—b2 4ac—b2 chudu

qui a le bon gotit d’étre une fractlon ratlonnelle en sh uetchu!
—A > 0. Dans ce cas x varie dans | — oo, x1(U(x,, +0o] et

b2 b*-4ac2

2

ax“+bx+c=allx+ —) - ——

(( Za) 4a? )

est la différence de deux termes positifs donc de deux carrés. On pose
b ev/b>-4ac

x+—=———=chu
2a 2a

avec u dans R*, € = +1 si x est strictement croissant de x, 3 +o0o et ¢ = —1 si x est strictement
décroissant de x; & —oo. Sachant que ch” u = sh” u + 1 on obtient

b’ -4 1 [b2-4
ax2+bx+¢::a(—acsh2u), Vax2+bx+c=~ —acshu
4q2 2 a
Vb2-4

dx = e—ac shudu.
2a

D’ou

I(g(u)) = _[f(;_s \/ 4ac [ b2 4ac Vb2 - dac Vbi-dac o

qui est une fraction rationnelle en shu et ch ul
&> autre changement de variable possible ==

b b2 —4ac
X+ —=

1
2= 24 snd avec 0 €] — /2, m/2[~{0}.



2éme Cas

CALCUL DE PRIMITIVES, Vo. 17

:a < 0 et nécessairement A > 0, ce qui donne deux racines distinctes x; < x, pour notre trindme.
Ajoutons que nécessairement x € (x,x;). On écrit que

b? - 4dac b2

2

ax“+bx+c=(-a)—— - (x+ —

( )( 4a? ( 2a ) )
est la différence de deux termes positifs donc de deux carrés et on pose

b b2 - 4ac
x+—=\/——sin0, 0O¢c|-n/2,7/2
2a 4q2 [=7/2, /2]
x étant strictement croissant de xj & x,. Par la suite

b* -4 1 [b*2-4
ax* +bx+c= _a(—ac cos G)W— LAY
4q2 2

a —a

(b2 _
dx = Mcos@d@
4a?
I(g(@)):/f(—% 2|a|4acs1n6 \/ 4accos@ \/ € cos0df

qui est bien une fraction rationnelle en cos 0 et sin 6.

et

Pour le calcul d’intégrale, on utilise le changement de variable trigonométrique ou algébrique, en chan-
geant les bornes et il est donc inutile de « repasser » en x. Par contre pour la recherche de primitive il est
nécessaire de « repasser » en x in fine. Dans tous les cas il faut bien préciser les bijections, les intervalles,...

5.2.3. Exemple. Calculons

x €] — 00,0[U]0,2[U]3, +o0].

/ dx

Suivons ce qui précéde et posons \/(x —3)(x —=2) = x + t, x(2t +5) = 6 — £2,

6t
t+-5/2 x-=
2t+5
—2t(2t+5) - 2(6 - t* -2(
do = (2t+5)-2(6 t)dt: (t°+5t+6)
(2t +5)2 (2t +5)2

Le tableau de variations de x en fonction de ¢

t —00 -3 _5/2 —\/6 -2 \/8 +00

S+ 0+ |+ +0 - -
+00 +00 2
x(t) 0 0
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2+5t+6

245 €t

Ainsix + t =

-2(t* +5t +6)

R B et BEY e S Lt [}

24t 25

|\/(x 3)(x-2)—x-— \/_|
(x 3)(x-2)-x+V6

ce qui donne

5.3. Exemple. Calculons
x2dx
Vx2+4x+5

Le trindme x> + 4x + 5 = (x +2)? + 1 wadmet pas de racines réelles, la primitive est donc définie sur R.
Posons x + 2 =shu,u € R.Onadx = chudu et Vx2 + 4x + 5 = chu, dou

_ [ (shu-2)*chu ) ~ 1 7
I(g(u)) = Tdu—f(sh u—4shu+4)du—/(zchZu—4shu+§)du

1 7
=—sh2u—-4chu+ —u+A.
4 2

Sachant que sh2u = 2shu x chu = 2(x +2)Vx? +4x +5, shu = x + 2 et u = Argsh(x + 2) on obtient
finalement

1
I(x):E(x+2)\/x2+4x+5—4\/x2+4x+5+;Argsh(x+2)+/\

7
:(g—3)\/x2+4x+5+EArgsh(x+2)+)L.

Une autre méthode est de poser x(2t — 4) = 5 — 2, ce qui demande a calculer

1 r(5-t)°
-2 Wdt...



