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Exercice 1. Soit © =]0,1[x]0, 1[C R2. On considere I'opérateur différentiel linéaire du second ordre

ou Ju
Lu=Au— — — —
v b 8.’171 81’2

défini pour u € C?(Q2). On rappelle que le laplacien étant uniformément elliptique, 'opérateur L est uniformément
elliptique. Le principe du maximum s’applique donc pour L, i.e. si u € C?(Q) N C(N) vérifie Lu > 0 dans Q alors

(1) maxu < maxu’,
Q Q

olt ut désigne la partie positive de u (ut(x) = max(0,u(z)), x € Q).

Soit f : Q — R une fonction telle que supg |f~| < +oo (f~ désigne ici min(0, f)). Soit u une solution classique,
u € C?(Q)NC(Q), du probléeme Lu = f dans .

On veut démontrer qu’il existe une constante C, indépendante de u et de f telle que

(2) maxu < maxu’ + Csup|f~|
Q o0 Q

(a) Montrer qu’il existe ap > 0 tel que pour tout a > ag alors Lexp(azi) > 1 dans . Dans la suite on note ag ce
réel.

(b) Soit v = maxgq u™ + (exp(a) — exp(aw1)) supq |f | avec @ > ag. Calculer Lv et montrer que Lv < —supg | f |-
(¢) Montrer que L(u — v) > 0 dans .
(d) En déduire, a l'aide du principe du maximum, le résultat demandé (2).
Exercice 2. Soit I =|0,1][.
(a) Soit ¢ € C5°(I).
-i- Montrer que pour tout r €]0,1[ on a
PO < el + [ 16l ds.
-ii- En déduire que pour tout r €]0,1[ on a
S0 2250) 42 [ ()P s
0
[rappel : (a + b)? < 2(a? + b?)]
-iii- Conclure que pour tout r €]0,1[ on a
2
(3) ¢*(0) < ;||90||2L2(1) + 201721
(b) A Taide de (3) montrer que si u € H'(I) alors pour tout r €]0,1[ on a
2
(4) u?(0) < ;||U||2L2(1) + 27l |72 gy,
ot u(0) désigne la trace de u en 0.
(c) Soit u, une suite d’éléments de H'(I) tels que
> 1, unlegy <0t flunllze < =7
-i- Le cours vous permet-il de dire si la suite (u,,(0)),en+ converge ou non?

-ii- En utilisant I'inégalité (4) montrer que liIJIrl un,(0) = 0.

Exercice 3. Soit Q =]0,1[x]0, 1[€ R.
(a) Soit f € L2(I) et soit le probleme
u—Au=f dansQ,
(f {u:O sur 0f).
-i- Préciser la formulation variationnelle de P(f).

-ii- Montrer que le probléme variationnel Py (f) admet une unique solution u. On précisera le cadre fonctionnel
(espace, norme,. . .)



-iii- Préciser la dépendance de u par rapport & f. Montrer en particulier que si f; et fo sont deux éléments de
L2(Q) et up et ug sont les solutions des problémes variationnels respectifs Py (f1) et Py (f2) alors

lur —uz2llz20) < Ifi = follz2(o),
1
[Vur — Vua|(z20))2 < 5 llf1 = follz2(o)-

On désire montrer I'existence de u € H}(Q2) solution du probléme variationnel non linéaire suivant

/uvdx—i—/Vu-Vvdac:/)\cos(u)vdx, Vv € Hy ().
Q Q Q

pour 0 < A < 1. Du fait de la présence d’un terme non linéaire cos(u), le théoréme de Lax-Milgram ne s’applique pas
pour déduire 'existence d’une solution. On va procéder par une méthode de point fixe.

(b) Pour w € L?(Q) on pose cosw la fonction mesurable définie par
cos(w(z)) si|w(x)] < +oo.

eosw)e) ={

Ainsi comme w € L*(Q) on a w finie presque partout dans (2, ce qui entraine que cos(w(x)) = (cosw)(z) pour
presque tout = € . En particulier on a cosw € L*(Q) (et méme mieux, L>(f2)). Montrer que si w; et wy sont
deux éléments de L2(f2) alors

sinon.

(5) | coswy — coswal[2(0) < w1 — w2 L2 )

(c) Soient A > 0 et w € L*(2). On pose u = @, (w) 1'unique solution du probleme variationnel, u € Hg (),

/uvd:v—i—/Vu-Vvalac:/)\cos(w)vdac7 Vv € H)(Q).
Q Q Q

En utilisant notamment les questions (a)-iii- et (5)—(b) montrer que 'application @ est une application continue
de L?(Q) dans L?(Q) et que si u1 = ®(wy), uz = ®(w2) alors
l[ur = wallL2 ) < Allwr — wal12(q)-
(d) Montrer alors que si 0 < A < 1 alors il existe un unique u € L?(2) tel que u = ®(u).
(e) En déduire que si 0 < A < 1 alors il existe un unique u € Hg(Q) tel que

/uvda:+/Vu-Vvdx:/)\cos(u)vdx, Yo € Hy(9Q).
Q Q Q

(f) On prend A = 1, l'inégalité de la question (c) n’est plus suffisante pour montrer 1’existence d'un point fixe de ®.
-i- Rappeler I'inégalité de Poincaré. On note dans la suite C' la constante de 'inégalité de Poincaré.
-ii- Montrer que si u3 = ®(w1) et ug = ®(wsy) alors
2 2
lur = uallz2(0) + IVur = Va2 )y do < [Jwr — wallp2o)llur — vzl 2(0).-

[on utilisera la fonction test u; — us dans chacun des problémes variationnels associés & (up,wy) et (ug, ws)
puis on fera la différence et on utilisera (5) de la question (b)]

-iii- En déduire, a laide de I'inégalité de Poincaré, que l'on a, si u; = ®(wq) et ug = ®(ws),
1
(1 + @) Jur —u2llz2(0) < [lw1 — wallL2(0).

-iv- Montrer 'existence et I'unicité d’une solution u € HE () du probleme variationnel
/ uv dx +/ Vu-Vvdzr = / cos(u)vdr, Vv € HY ().
Q Q Q

Rappel. Théoreme du point fixe de Banach. Soit E un espace de Banach et soit ® une application définie de E dans F,
K-contractante avec 0 < K < 1 définie de E dans E. Alors ® admet un unique point fixe dans E.



