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Exercice 1. Soit Ω =]0, 1[×]0, 1[⊂ R2. On considère l’opérateur différentiel linéaire du second ordre

Lu = ∆u− ∂u

∂x1
− ∂u

∂x2

défini pour u ∈ C2(Ω). On rappelle que le laplacien étant uniformément elliptique, l’opérateur L est uniformément
elliptique. Le principe du maximum s’applique donc pour L, i.e. si u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) vérifie Lu ≥ 0 dans Ω alors

(1) max
Ω

u ≤ max
∂Ω

u+,

où u+ désigne la partie positive de u (u+(x) = max(0, u(x)), x ∈ Ω).
Soit f : Ω 7→ R une fonction telle que supΩ |f−| < +∞ (f− désigne ici min(0, f)). Soit u une solution classique,

u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω), du problème Lu = f dans Ω.
On veut démontrer qu’il existe une constante C, indépendante de u et de f telle que

(2) max
Ω

u ≤ max
∂Ω

u+ + C sup
Ω
|f−|

(a) Montrer qu’il existe α0 > 0 tel que pour tout α ≥ α0 alors L exp(αx1) ≥ 1 dans Ω. Dans la suite on note α0 ce
réel.

(b) Soit v = max∂Ω u
+ + (exp(α)− exp(αx1)) supΩ |f−| avec α ≥ α0. Calculer Lv et montrer que Lv ≤ − supΩ |f−|.

(c) Montrer que L(u− v) ≥ 0 dans Ω.

(d) En déduire, à l’aide du principe du maximum, le résultat demandé (2).

Exercice 2. Soit I =]0, 1[.

(a) Soit ϕ ∈ C∞0 (I).

-i- Montrer que pour tout r ∈]0, 1[ on a

|ϕ(0)| ≤ |ϕ(r)|+
∫ r

0

|ϕ′(s)| ds.

-ii- En déduire que pour tout r ∈]0, 1[ on a

ϕ2(0) ≤ 2ϕ2(r) + 2r
∫ r

0

(ϕ′(s))2 ds.

[rappel : (a+ b)2 ≤ 2(a2 + b2)]

-iii- Conclure que pour tout r ∈]0, 1[ on a

(3) ϕ2(0) ≤ 2
r
‖ϕ‖2L2(I) + 2r‖ϕ′‖2L2(I).

(b) À l’aide de (3) montrer que si u ∈ H1(I) alors pour tout r ∈]0, 1[ on a

(4) u2(0) ≤ 2
r
‖u‖2L2(I) + 2r‖u′‖2L2(I),

où u(0) désigne la trace de u en 0.

(c) Soit un une suite d’éléments de H1(I) tels que

∀n ≥ 1, ‖u′n‖L2(I) ≤ n1/4, ‖un‖L2(I) ≤
1

n3/4
.

-i- Le cours vous permet-il de dire si la suite (un(0))n∈N∗ converge ou non ?

-ii- En utilisant l’inégalité (4) montrer que lim
n→+∞

un(0) = 0.

Exercice 3. Soit Ω =]0, 1[×]0, 1[∈ R2.

(a) Soit f ∈ L2(I) et soit le problème

P(f)
{
u−∆u = f dans Ω,
u = 0 sur ∂Ω.

-i- Préciser la formulation variationnelle de P(f).

-ii- Montrer que le problème variationnel PV (f) admet une unique solution u. On précisera le cadre fonctionnel
(espace, norme,. . . )
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-iii- Préciser la dépendance de u par rapport à f . Montrer en particulier que si f1 et f2 sont deux éléments de
L2(Ω) et u1 et u2 sont les solutions des problèmes variationnels respectifs PV (f1) et PV (f2) alors

‖u1 − u2‖L2(Ω) ≤ ‖f1 − f2‖L2(Ω),

‖∇u1 −∇u2‖(L2(Ω))2 ≤
1
2
‖f1 − f2‖L2(Ω).

On désire montrer l’existence de u ∈ H1
0 (Ω) solution du problème variationnel non linéaire suivant∫

Ω

uv dx+
∫

Ω

∇u · ∇v dx =
∫

Ω

λ cos(u)v dx, ∀v ∈ H1
0 (Ω).

pour 0 < λ ≤ 1. Du fait de la présence d’un terme non linéaire cos(u), le théorème de Lax-Milgram ne s’applique pas
pour déduire l’existence d’une solution. On va procéder par une méthode de point fixe.

(b) Pour w ∈ L2(Ω) on pose cosw la fonction mesurable définie par

(cosw)(x) =
{ cos(w(x)) si |w(x)| < +∞.

0 sinon.

Ainsi comme w ∈ L2(Ω) on a w finie presque partout dans Ω, ce qui entrâıne que cos(w(x)) = (cosw)(x) pour
presque tout x ∈ Ω. En particulier on a cosw ∈ L2(Ω) (et même mieux, L∞(Ω)). Montrer que si w1 et w2 sont
deux éléments de L2(Ω) alors

(5) ‖ cosw1 − cosw2‖L2(Ω) ≤ ‖w1 − w2‖L2(Ω).

(c) Soient λ > 0 et w ∈ L2(Ω). On pose u = Φλ(w) l’unique solution du problème variationnel, u ∈ H1
0 (Ω),∫

Ω

uv dx+
∫

Ω

∇u · ∇v dx =
∫

Ω

λ cos(w)v dx, ∀v ∈ H1
0 (Ω).

En utilisant notamment les questions (a)-iii- et (5)–(b) montrer que l’application Φλ est une application continue
de L2(Ω) dans L2(Ω) et que si u1 = Φ(w1), u2 = Φ(w2) alors

‖u1 − u2‖L2(Ω) ≤ λ‖w1 − w2‖L2(Ω).

(d) Montrer alors que si 0 < λ < 1 alors il existe un unique u ∈ L2(Ω) tel que u = Φ(u).

(e) En déduire que si 0 < λ < 1 alors il existe un unique u ∈ H1
0 (Ω) tel que∫

Ω

uv dx+
∫

Ω

∇u · ∇v dx =
∫

Ω

λ cos(u)v dx, ∀v ∈ H1
0 (Ω).

(f) On prend λ = 1, l’inégalité de la question (c) n’est plus suffisante pour montrer l’existence d’un point fixe de Φ.

-i- Rappeler l’inégalité de Poincaré. On note dans la suite C la constante de l’inégalité de Poincaré.

-ii- Montrer que si u1 = Φ(w1) et u2 = Φ(w2) alors

‖u1 − u2‖2L2(Ω) + ‖∇u1 −∇u2‖2(L2(Ω))2 dx ≤ ‖w1 − w2‖L2(Ω)‖u1 − u2‖L2(Ω).

[on utilisera la fonction test u1 − u2 dans chacun des problèmes variationnels associés à (u1, w1) et (u2, w2)
puis on fera la différence et on utilisera (5) de la question (b)]

-iii- En déduire, à l’aide de l’inégalité de Poincaré, que l’on a, si u1 = Φ(w1) et u2 = Φ(w2),(
1 +

1
C2

)
‖u1 − u2‖L2(Ω) ≤ ‖w1 − w2‖L2(Ω).

-iv- Montrer l’existence et l’unicité d’une solution u ∈ H1
0 (Ω) du problème variationnel∫

Ω

uv dx+
∫

Ω

∇u · ∇v dx =
∫

Ω

cos(u)v dx, ∀v ∈ H1
0 (Ω).

Rappel. Théorème du point fixe de Banach. Soit E un espace de Banach et soit Φ une application définie de E dans E,
K-contractante avec 0 < K < 1 définie de E dans E. Alors Φ admet un unique point fixe dans E.


