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Exercice 1. Le but est démontrer un principe du maximum pour les solutions faibles en dimension 1. On
pose I =]0, 1[.
On rappelle que si u ∈ H1(I) alors u admet un représentant dans C(I). On identi�era systématiquement

u dans H1(I) et son représentant continue sur I.
On rappelle aussi une conséquence du principe du maximum pour les solutions classiques, si u ∈

C2(I) ∩ C(I) est une solution classique du problème −u′′ + u = f dans I et u(0) = u(1) = 0 alors u(x) ≥ 0
pour tout x dans I.
On considère le problème suivant, pour f dans L2(I),

(P( f )) −u′′ + u = f dans I, u(0) = u(1) = 0.

(a) Donner la formulation variationnelle, notée (P( f ))V , de (P( f )).
(b) Démontrer que pour tout f dans L2(I) le problème (P( f ))V admet une unique solution u dans

H1
0(I) (bien préciser l’espace de Hilbert ainsi que le produit scalaire dont il est muni, la forme
linéaire et la forme bilinéaire).

(c) Soit f ∈ C(I). Comme C(I) ⊂ L2(I), soit u ∈ H1
0(I) l’unique solution de (P( f ))V . Le but est de

montrer que la solution variationnelle u est aussi une solution classique.
-i- Montrer que u′ est dans H1(I) [indication : on pourra utiliser la formulation variationnelle
pour obtenir : ∀φ ∈ C∞0 (I) ∫I u

′(x)φ′(x)dx = − ∫I g(x)φ(x)dx, avec g ∈ L
2(I) en précisant g

en fonction de u et f .]
-ii- On note u′′ la dérivée faible de u′. Montrer que u′′ = u − f presque partout dans I.
-iii- En déduire que u′ ∈ C(I), puis que u ∈ C1(I).
-iv- Préciser l’espace auquel appartient u − f . En déduire que u′′ admet un représentant C(I). On
identi�e u′′ et ce présentant.

-v- Conclure que u ∈ C2(I) ∩ C(I) et que u est une solution classique de −u′′ + u = f dans I et
u(0) = u(1) = 0.

(d) Soit f ∈ L2(I) avec f ≥ 0 presque partout dans I. Soient ( fn) une suite dans C(I) telle que fn ≥ 0 sur
I et fn → f dans L2(I) quand n → +∞. On note un la solution du problème variationnel (P( fn))V
et u la solution du problème variationnel (P( f ))V .
-i- Montrer que un converge vers u dans H1

0(I) quand n tend vers l’in�ni.
-ii- A l’aide de la question (c) montrer que un ≥ 0.
-iii- Montrer que u ≥ 0 presque partout dans I [indication : utiliser (et justi�er le fait que l’on puisse
extraire) une sous suite de (un), notée (unk) qui converge presque partout vers u et utiliser
(d)-ii-.]

Question bonus. Montrer que si f ∈ L2(I) avec f ≥ 0 presque partout dans I alors il existe une suite fn
dans C(I) telle que fn ≥ 0 sur I et fn → f dans L2(I) quand n → +∞.

Exercice 2. On pose I =]0, 1[. On considère l’espace (de Hilbert) H1
0(I)muni du produit scalaire (u, v) =

∫I u
′(x)v′(x)dx (possible d’après l’inégalité de Poincaré). Soient f ∈ L2(I) et c ∈ L∞(I). Soit la forme

bilinéaire, notée a, dé�nie sur H1
0(I) par, ∀u, v ∈ H1

0(I),

a(u, v) = ∫
I
u′(x)v′(x)dx + ∫

I
c(x)u(x)v(x)dx .

On suppose que c(x) ≥ c0 presque partout dans I (mais rien sur le signe de c0). Le but est de démontrer
qu’il existe α < 0 tel que si c0 ∈]α,+∞[ alors il existe une unique solution du problème variationnel
a(u, v) = ∫I f (x)v(x)dx, ∀v ∈ H

1
0(I).
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(a) Soit u ∈ C∞0 (I).
-i- Montrer que

u(x) = ∫
x

0
u′(s)ds, u(x) = ∫

x

1
u′(s)ds.

-ii- En déduire que

∣u(x)∣ ≤
1
2 ∫

1

0
∣u′(s)∣ds.

-iii- En déduire que

∫

1

0
u2(x)dx ≤

1
4 ∫

1

0
(u′(s))2ds.

(b) Soit u ∈ H1
0(I). Montrer en utilisant la question (a)-iii- que

(1) ∥u∥L2(I) ≤
1
2
∥u′∥L2(I).

(c) Montrer que a est une forme bilinéaire symétrique continue sur H1
0(I).

(d) Montrer en utilisant (1) que si c0 < 0 alors pour tout u ∈ H1
0(I) on a

(2) a(u, u) ≥ (1 +
c0
4
)∫

I
(u′(x))2dx .

(e) Montrer que si c0 > −4 alors le problème variationnel a(u, v) = ∫I f (x)v(x)dx, pour tout v ∈ H
1
0(I),

admet une unique solution u dans H1
0(I).


