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Exercice 1. Soit k €]0,1/2[ et Q = B(0,1/2) la boule ouverte de centre 0 et de rayon 1/2 dans R%. On note
x = (x1, x2) le point dans R? et | - | la norme euclidienne dans R?. Pour tout # > 1 on définit la fonction u,,
de Q) dans R par

() = {““""”k id<le] <,

In(n)k si x| < 2.

On rappelle qu'une fonction C'(Q) est dans H'(Q) et que les dérivées partielles au sens usuel coincident
—presque partout- avec les dérivées partielles au sens faible.
On rappelle que si f est une fonction radiale et borélienne définie de Q2 dans R* alors

1/2
ff(x)dx:szf rf(r)dr,
Q 0
ou s, est la surface de la sphére unité en dimension 2.
(a) Montrer que, pour tout # > 1, (u,,) appartient 3 H'(Q).
(b) Montrer que la quantité |[u, [ ;2(q) est bornée indépendamment de 1.

(c) Calculer en fonction de s;, n et k la quantité
Juy\2 [0uy\2
dx.
L(axl) +(8X2) x

(d) Montrer que la suite (u,) est bornée dans H'.

(e) Calculer [up||p~(q)-
(f) Existe-t-il une constante C > 0 telle que pour tout v dans H'(Q)) on ait
Ivlz=(a) < Clvlme) *
Exercice 2. Soit I =]0,1[ et f dans L*(I). On cherche a résoudre le probleme
{—u”+f1u(x)dx =f dans],
u'(0)=4'(1) =0.

Pour cela on définit pour tout v dans H'(I) la fonctionnelle

](v):%([I(v’(x))zdx+([Iv(x)dx)z)—_[lf(x)v(x)dx.

On rappelle I'inégalité de Poincaré-Wirtinger : il existe C > 0 telle que pour tout u € H'(Q)
Ju= [ u(x)dx]iz < Clulinay.

(a) Montrer que le probleme min{J(v); v € H'(Q)} admet une unique solution u et quelle est "'unique
solution du probléme variationnel

(1) /Iu'(x)v'(x)der([u(x)dx)([lv(x)dx) = /If(x)v(x)dx, Vv e H(Q).

[Indication pour la coercivité de la forme bilinéaire : on pourra utiliser I'inégalité de Poincaré-
Wirtinger]



(b) Montrer que si u est solution du probléme variationnel (1) alors

flu(x)dx = /If(x)dx.

(c) On suppose u € C*([0,1]) et f continue sur [0,1]. Montrer que u est solution du probléme varia-
tionnel (1) si et seulement si u est solution de 'équation différentielle

-u" + j;u(x)dx = f dans [, u'(0) =4'(1) = 0.

Exercice 3. Soient b, c et f des fonctions dans L*°(]0,1[). On rappelle le principe du maximum. Soit
u € C*([0,1]) vérifiant

) —u"(x) + b(x)u'(x) + c(x)u(x) >0, Vx€]0,1[,
u(0)>0, wu(1)=>0.
Sic(x) > 0 pour tout x €]0,1[ alors u(x) > 0 pour tout x € [0, 1].
(a) On suppose que u € C*([0,1]) est solution du probléme aux limites
—u"(x) + b(x)u'(x) + c(x)u(x) = f(x), Vx€]0,1],
u(0)=a>0, u(l)=p2>0.

Montrer que |u(x)| < w(x) pour tout x € [0,1] ot w € C>([0,1]) est solution de
—w"(x) +b(x)w'(x) + c(x)w(x) = | floo>» Vx€]O,1],
w(0)=a>0, w(l)=p2>0.

(b) On suppose que u € C*([0,1]) est solution du probléme aux limites

—u"(x) +b(x)u'(x) +2u(x) = f(x), Vx€]0,1],
u(0)=a>0, u(l)=p20.

iR
= )

Montrer que |u] < max(a, 3,



