EQUIVALENCES DES DEFINITIONS

1. SOMMES DE RIEMANN

Définition 1.1. Soient a et b deux réels tels que a < b. On appelle subdivision pointée, s, de [a, b] tout
couple ((xi)oggn), ()/i)lgign) tel que
a=x0<x1<-<x,=Db,
Vie{l,...,n} xiq<y;<x;.
On définit le pas de la subdivision pointée, s, comme le pas de la subdivision (x;)o<i<n, i.e. pas(s) =

pas ((xi)Osisn) = maxXogi<n—1(Xi+1 — Xi).

Définition 1.2. Sis = ((Xi)()gign), (yi)lgign) est une subdivision pointée de 'intervalle [a, b] (a < ) et si
f : [a,b] » R, on appelle somme de Riemann de f pour cette subdivision la valeur

S(f,s) = Zn;(xi = xi-1) f (i)

Théoréme 1.3. Une fonction f : [a,b] — R est Riemann intégrable si et seulement si il existe | € R tel que
pour tout € > 0, il existe a > 0 tel que si s est une subdivision pointée de [a, D]

(1) pas(s)<¢x=>’S(f,s)—l‘<e.

De plus | = jabf(t) dt.

Démonstration. Supposons que f est Riemann intégrable sur [a, b] et montrons la convergence des sommes
de Riemann. Posons M = sup,.(, ] [f(x)]. Soit & > 0 et soit, d'apres la définition du cours, (¢, y) deux
fonctions en escalier telles que

b
vrelab] [f(x)-9()<y(x). [ w(ndi<e

Remarquons que

b b
(2) ‘fa f(t)dt—fa p(1)di] <,
(3) Vxela,b] ¢(x)-y(x) < f(x) < p(x) +y(x).
Soit s" une subdivision adaptée a ¢ + y et notons s" = (x;)o<i<p-
Soit s = ((x,')og,'gn), ()/l')lgign) une subdivision pointée de [a,b]. Le choix du pas de la subdivision

pointée dépendra de s” et donc de e. Lidée est d’associer a S(f, s) une fonction étagée, g;, dont I'intégrale
vaut S(f,s) et de comparer g;, ¢ — v et ¢ + y sur I'intervalle [a, b] et d’en déduire un encadrement de

S(f,s).

Soit g; la fonction en escalier sur [a, b] definie par

X) = flyi) sixelxipx[ (i<n),
&) {f(b) sinon.

Clairement S(f,s) = |, ab gs(t) dt. Il faut maintenant comparer finement g; et ¢ + . En effet comme on peut
le constater sur le graphique ci-dessous la propriété g; < ¢ + y est fausse en général ! Pour i € {0,...,n—1}
deux cas peuvent se présenter :
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—cas favorable- il existe j € {0,...,p — 1} tel que [x;, xi11] €]x}, x},;[. La propriété (3) et le fait que ¢ + y soit
constante sur |x’, x’

X .1 | entrainent que g; < ¢ + v sur I'intervalle |x;, xj41[;

—cas défavorable— il existe j € {0,..., p} tel que x]’. € [xi, xi41] et dans ce cas on ne peut pas comparer g et ¢ + y mais
clairement g;(x) < M sur |x;, x;11[ (Cest la majoration dite brutale).

p+y

gs']xi:xiH[

Cas favorable
Ys < @ + ysur [x;, x4 Cas défavorable

Ys < @+ ysur [x;, Xy

/

!/ l4 !
a X1 X Vi Xin1 % a X1 XiXy Vi Xin

Comme les points (x;)o<i<n €t (x],-)()g j<p sont ordonnés il y a au plus p cas défavorables (ce nombre ne
dépendant pas de g; mais de ¢ + y i.e. de €). On obtient donc les deux inégalités

@ INCHEROTCOEIND Y INIORSOL,

cas favorable cas favorable
(5) Z (xin1—xi) f(yi) < Z M(xis1 —x;) < pM pas(s)
cas défavorable cas défavorable

Si M = sup,c,5) (|9(x)] + [y (x)]) alors

(6) [abq)(t)ﬂlf(t) dt-pM.pas(s) < ). ]x_le‘P(t)H//(t) dt < fab‘P(t)HV(t) dt+pM pas(s).

cas favorable < 1

Les inégalités (4)-(6) entrainent que

S5 = [ w(0des [ (p(0) + p(0)de+ ppas(s)(Me + M)

De la méme facon on démontre que

b b
[ o) -y de - ppass)(Me+ M) < [ g(6) de =5(£.).
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Les deux inégalités précédentes impliquent que

s(f.5) - [ gteyat

Définissons « > 0 tel que ap(M, + M) < ¢ (la constante « ne dépend que de p, M, et M mais ne dépend
pas de g;). Si la subdivision pointée s est telle que pas(s) < « alors

s~ [ pnar

< fahw(t) dt + ppas(s) (M. + M).

< 2¢

et avec (2)

< 3e.

s(f.9)- [y a

Ainsi si f est Riemann intégrable alors les sommes de Riemann convergent vers [ ah f(t) dt quand le pas
de la subdivision tend vers 0.

Réciproque. Supposons que les sommes de Riemann convergent et montrons que pour tout ¢ > 0 il existe
@, v fonctions en escalier sur [a, b] telles que

b
(7) v<f<¢ surlab], et fa((p—l//)(t)dt<e,

ce qui équivaut d’aprés un lemme du cours a f Riemann intégrable sur [a, b].

La quantité M = sup,(, ;) [f(x)| est nécessairement fini, car sinon [S(f, s)| serait aussi grand que l'on
veut pour une subdivision de pas arbitrairement petit ce qui contredirait la convergence des sommes de
Riemann vers un réel fini.

Soient € > 0 et a > 0 tels que les conditions (1) sur les sommes de Riemann soit vérifiées. Soits = (x;)o<i<n
une subdivision de pas strictement inférieur a «. Soit § > 0 (qui sera précisé ultérieurement). Pour tout
ie{l,...,n} soit y; tel que

Xia<yi<xi,  osup f(x)=B<f(yi)< sup f(x).
X€[xi-1,Xi] x€[xi—1,x;]
Les y; existent (par définition de la borne supérieure) et dépendent de 8. Soit la subdivision pointée t =
((xi)o<i<n» (¥i)1<i<n) qui vérifie pas(t) < a et donc

(8) IS(f. 1) - 1| <e.
Définissons la fonction ¢ en escalier sur [a, b] par

sup  f(y) sixig<x<x; (1<i<n),
¢(x) = { relxinxi]
f(b) sinon.

Il est clair que f < ¢ sur [a, b] et que

b b
[Cemde-po-ay<sirn < [Tonan

d'ou
b
‘S(f, 0~ [ g()di] <p(b-a).
L'inégalité triangulaire et (8) nous donnent
b
) z—f o(t)dt| <&+ B(b - a).
Pour la minoration, recommencons ! Pour tout i € {1,...,n} soit y! tel que
xio1 < y; < xi, inf f(x)<f(y;))< inf f(x)+p.
X€[xi—1,Xi] x€[xi-1,%{]
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Les y'! existent et dépendent de . De la méme fagon on définit la subdivision pointée t' = ((x;)o<i<n> (¥} )1<izn)
qui vérifie pas(t) < « et donc
’S(f, t') - l’ <e.

Définissons la fonction y en escalier sur [a, b] par

inf  f(y) sixia<x<x; (1<i<n),
I//(X) = { ye[xi—1.xi]
f(b) sinon.

Il est clair que y < f sur [a, b] et que

b b
fa w(t)dt < S(f.1) < f w(t)dt + B(b - a),
ce qui donne en utilisant (8)
l—fby/(t) dt

Pour conclure utilisons les inégalités (9) et (10) et I'inégalité triangulaire : on obtient

‘/ab(p(t)—l//(t)dt <2e+2p(b-a).

11 suffit donc de choisir § > 0 tel que (b — a) < ¢ pour conclure que nous avons construit deux fonctions
en escalier sur [a, b], ¢ et y, telles que

y<f<¢ surlab]et Lb¢(t)—w(t)dt

A une bonne rédaction pres, la fonction f est Riemann intégrable sur [a, b]. O

(10) <e+p(b-a).

< 4e.

1.1. Applications.

1.1.1. Calcul d’une intégrale. Pour a € R \ {£1}, calculons I'intégrale
s
Jo = [ In (1-2acos(t) + ocz) dt.
0

Létude de la fonction t (1 —2acos(t) + az) et la condition « # +1 permet de conclure que la fonction
t—1In (1 —2acos(t) + ocz) est continue sur [0, 7], donc Riemann intégrable.
D’apres le théoreme 1.3, si s, désigne la subdivision pointée
in in
xi=— (0<i<n), yi=— (1<i<n),
n n

alors S(f,sy) tend vers ], quand n tend vers U'infini (pas(s,) = n/n - 0 quand n - +o0). Si w =
exp(in/n), w désigne une racine 2n-éme de I'unité, alors les propriétés du logarithme et un peu de cal-
cul donnent

zn: gln (1-2acos(km/n) + (xz) = gln(ﬁ (1-2acos(km/n) + (xz)) = gln(kﬁ((x ") (a - a)_k))

k=0 k=1
m a+1
=—1In (((xzn - 1)—),
n a-1
sachant que pour obtenir la derniére ligne, les égalités x*" — 1 = []2";1(x — @*) et w™* = @?"~* donnent

n—1 n
" =1=[](x- W) x [T(x- w*).
i=0 i=1

Ainsi par simple passage a la limite quand 7 tend vers I'infini on obtient que J, = 0'si |a| < 1et J, = 2mIn|«|
si|a| > L.



EQUIVALENCES DES DEFINITIONS 5

1.1.2. Etude de suite. Soit p € N\ 0 et définissons le terme général de la suite (1, )51 par

np 1
U, = .
" kz::ln+k

Les sommes de Riemann permettent de donner la limite de la suite (u,) trés facilement. Lidée est de
transformer la somme en une somme de Riemann, i.e. trouver la fonction f et la subsidivision pointée s,
telles que u, = S(f, s, ). Il faut donc un peu de pratique, de I'intuition et les idées claires ! Trés souvent la
subdivision s, est une subdivision équidistante et y; = x; ou y; = x;_;. Dans notre cas, si n est fixé,

np npl np
=2, = Xk — Xj— xx) =S(f>s1)>
kka kZI,Wp D ACOREVLY
ou .
f(x)_l+px xk=n—p(1ﬁk£np), yr=xx 1<k <n).

Comme la fonction f est continue sur [0, 1], donc intégrable au sens de Riemann, on obtient que u, tend
1
vers [y f(t)dt=In((p+1)/p).

Exercice 1.
(a) Trouver la limite de Z 3 quand n — +oo.

(b) ATlaide d’un D.L. de In(1+ x), x dans un voisinage de 0, calculer la limite de

H(1+\/ k) quand n — oo.
k=1

[a défaut d’'un D.L. l'encadrement x — x?/2 < In(1 + x) < x suffira]

Exercice 2. Soient f et ¢ deux fonctions continues sur I'intervalle [0, 1]. Montrer que

lim Z f( (55 [f(t)g(t)dt

n—>+oo i
Indication : remarquer tout d’abord que la somme ci-dessus n'est pas une somme de Riemann! Ensuite
utiliser 'uniforme continuité pour se ramener a une somme de Riemann.
2. SOMMES DE DARBOUX
Soient f une fonction de [a, b] (a < b) dans R et s une subdvision de [a, b]. On note s = (x,-)0<i<n.

Définition 2.1. On appelle sommes de Darboux inférieure et supérieure les quantités

d(S,f) = 2(96,41 - x,-) inf{f(x), X € [x,-,x,-+1]},

D(s, f) = Z(XM —x;)sup{f(x), x € [xi, Xin]}.

Remarque 2.2. Clairement d(s, f) < D(s, f).

Théoréme 2.3. Pour toutes subdivision s et t de U'intervalle [a,b] on a

(11) d(s, f) < D(t, f).

En particulier si on définit les quantités
d(f) = sup{d(s, f),s subdivision de [a, D]},
D(f) =inf{D(s, f), s subdivision de [a, b]}
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Alors d(f) < D(f).

Proposition 2.4. Si s et t sont deux subdivisions telles que s < t alors d(s, f) > d(t, f) et D(s, f) < D(t, f).

Preuve de la proposition. Posons t = (x;)o<i<n €t's = (¥i)o<i<p. Comme s < t on sait que {Xg,..., %} C
{»0>--.,yp} et comme les suites sont strictement ordonnées soient py = 0 < p; < - < p,_1 < p,, = p tels
que y,, = x; pour i € {0,...,n}. Clairement

pit1—pi-l
(xis1 —xi) sup (f(x))= Z ()’pi+j+1 _)’p,-+j) sup (f(x))
[xi>xit1] j=0 [xi,xi41]
piv1—pi—1
2 Z (Ppi+jr1 = Ypi+j) sup  (f(x)),
j=0 [)’pi+j9}’p,~+j+1]

d’ou, par sommation sur i, D(t, f) > D(s, f).
De la méme fagon, les propriétés de la borne inférieure et le méme découpage nous donnent d(¢, f) <

d(s, f). 0

Preuve du théoréme 2.3. 11 suffit, en utilisant la proposition précédente, de remarquer que d(s, f) < d(s A

t,f)<D(snt, f) < D(t,f). O
On peut aussi caractériser les fonctions Riemann intégrables a I'aide des sommes de Darboux.

Théoréme 2.5. Une fonction f : [a, b] — R est Riemann intégrable si et seulement si d(f) = D(f). Dans ce
cas

[ swae=ac) = pep)

Démonstration. Supposons f Riemann intégrable sur [a, b]. Soit € > 0 et soient ¢, y en escalier sur [a, b]
telles que

y<f<¢@ surfa,b]et fab<p(t)—w(t)dt<s.

Soit s une subdvision adaptée a ¢ et ¥, s = (x;)o<i<n. La difficulté technique est que la propriété f < ¢
sur [a, b] nentraine pas nécessairement (x;.1 — X;) sup{f(x); x € [xi, Xin1]} < (Xiv1 = Xi) @)1, x,.,[ (cr
sup{f(x); x € [x;,xi11]} peut étre différent de sup{f(x); x €]x;, x;+1[} Ceci nous contraint a faire du
découpage !

Posons M, = supy, 1 |¢| et M = supy, 1 |f|- Pour N assez grand (1/N < pas(s)/2), posons yo = xo = a,
y1=x1—1/N,y2 =x1+1/N, ..., yan-1 = Xp-1 = 1/N, y2n = X1 + 1/N, y2n11 = x,, = b (formule générale
¥2i+1 = Xi —1/N et y2142 = x; + /N pour 1 < i < n —1), ce qui nous donne une nouvelle subdivision .
Qaund N devient tres grand, y»; et y,;,1 encadrent x; et ainsi

(12) (y2i+1 - )’21') Sup{f(x); X € [}/21‘,)’21’+1]} < ()’2i+1 - y21)¢\]y2i,y2i+1[ = (}’2:’+1 - )’2i)¢|]x,~,x,~+1[:

2M
(13) (y242 = y2ir1) sup{ f (x) 5 x € [y2i+1, Y2is2]} < N

b 2n n n-1
(14) / q)(t) dt = Z(}’Hl - yi)gouyi’}’iﬂ[ = Z(}QH’I - yZi)(P”)’Zi’}’ZiH[ + Z(}’2+2 - y2i+l)(P|]}’2i+1’}’2i+2[’
a i=0 i=0 i=0

nl 2nM,

(15) Z()/2+2 - y2i+1)(l)|])’2i+1,yzi+2[ <
i=0 N
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Ainsi (12)-(15) nous donnent

D(t, f) = z<y —y)sup{f(x); x € [y yini])

" n-1
= Z(}’zm — y2i)sup{ f(x); x € [y2i> y2in1]} + Z(J’2+2 = y2i+1) SUp{ f (%) 5 x € [y2i41, y2is2] }
i=0 i=0
n nl 2M
< Z(yZiJrl - yZi)(PH}'z,',}/ZiH[ + Z N
i=0 = N
2n n-1 2Mn
< Z(}’iﬂ - )’i)(p|]yi,}’i+1[ N Z(}’2+2 B y2i+1)q)”y2"“’y2”2[ - N
i=0 i=0

b M.+ M
s[ @(t)dt+2n e
a N

Ajoutons que fab p(t)dt < fab f(t)dt + ¢ et nous obtenons

D(t, f) < fabf(t)dt+s+2nM£l:;M.

M.+M
N

|/ ab f(t)dt + 2¢, ce qui implique (¢ étant un réel arbitraire strictement positif) que D(f) < . ab f(¢)dt.

De la méme fagon (découpage compris) on démontre que d(f) > [, ab f(t)dt.Lethéoréme 2.3 —propriété
d(f) < D(f)— permet de conclure que

an == [ .

Réciproque. Ce sera plus simple. En effet supposons que d(f) = D(f). Soient € > 0, s et t deux subdivisions

de [a, b] telles que
! D(s, f) - £ < D(f) = d(f) <d(t. f) +e.

Si's = (xi)o<icn alors la fonction en escalier ¢ définie par

Choisissons N suffisamment grand tel que 2n < ¢ etainsi il existe une subdivision ¢ telle que D(t, f) <

(P(X) _ supye[x,-,x,-+1] f()’) S% X € [X,’,XH][ (0 <i<n- 1)’
f(b) sinon.

est telle que f < ¢ sur [a,b] et D(s, f) = fah o(t)dt.

On construit y de la méme fagon en remplagant sup par inf et on obtient y en escalier telle que y < f sur
[a,b] etd(t, f) = fab y(t) dt. Par hypothése ona D(s, f) —d(t, f) < 2¢, ce qui donne fab o(t)—y(t)dt <
2¢. Ainsi f est Riemann intégrable. Le fait que d(f) = D(f) = [, ab f(t) dt découle de ce qui précéde.

g



