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Mathématiques Appliquées
Python et les math (n°4.)

1. METHODES A UN PAS EXPLICITES

Dans toute cette fiche on propose des méthodes numériques pour résoudre 1'équation différentielle

Yy = fty)
M {J’(l‘o) = a

On cherche y(#) solution de (M) dans €' ([fy, t, + T1,R™). On se place sous les hypothéses du théoreme de
Cauchy-Lipschitz pour s’assurer de l'existence et de I'unicité d'une telle solution, c’est-a-dire, f continue
de [tp, tp + T] x R dans R™ et globalement lipschitzienne par rapport a sa seconde variable avec constante
de Lipschitz notée L.

Soit N € N, on définit la subdivision de 'intervalle [ty, o + T1,

T
Vnel{0,...,N}, t,=ty+nh avec hzﬁ.

On appelle méthode de résolution approchée a un pas (constant), la construction pour tout N € N* d'une
suite finie (y,)o<n<n telle que

(2) { J/n+1:J’n+hq)(tnyJ’n»h)

¥o donné

Pour tout 0 < n < N, y, est une approximation de y(z,), ou y est la solution exacte du probléme (I) et on
dit que la méthode (@) converge si

lim lim max |y(t,)— =0.
N—>+ooy0—>y(to)05nSN|y n) = ¥l

2. METHODES A UN PAS EXPLICITES : EULER, POINT-MILIEU

Implémentation. La méthode d’Euler est la méthode la plus simple que I'on puisse envisager, c’est le cas
ou ®(t,y,h) = f(t,y). La méthode s’écrit donc

3) Y1 = Yn+hf(tn, yn)
Yo donné
Pour la méthode du point milieu, ®(¢,y,h) = f(t+ g, y+ g f(t, ). La méthode s’écrit donc
@) yn+1:J/n"'hf(tn"‘%»J/n"‘%f(tnr,)/n))
Yo donné

Ecrire deux procédures euler (f,t0, y0,T,N),milieu(f,t0,y0,T,N) quitracent le graphe de la fonction
affine par morceaux uy, défini par uy(t,) = y, pour les méthode d’Euler et du point-milieu respectivement.
Tests. Tester vos procédures sur les exemples suivants

5) Y (t)=3y(r) -1 y'(t) = —150y(t) +30 y' (1) = y()(cos(t) — 2t tan(£?))
y(0)=1/3 y(0)=1/5 y(0) =1

dont les solution exactes sont respectivement y1(£) = 1/3, y»(£) = 1/5, y3(t) = exp(sin(¢)) cos(¢?). Pour véri-
fier que les méthodes convergent vous superposerez sur un méme graphique la solution exacte et la solu-
tion approchée.

Comportement de 'erreur. On va mettre en évidence numériquement 'ordre de convergence des deux
méthodes introduites ci-dessus. Le but est de tracer le graphe de maxg<,<n|y(t;) — y»l| en fonction de N
pour les deux méthodes. Pour cela :

— construire les procédures erreureuler(f,t0,y0,T,N,y) et erreurmilieu(f,t0,y0,T,N,y), qui
pour N donné renvoie maxg<,<n|y(t;) — yul pour les méthodes d’Euler et du point-milieu respecti-
vement.

— construire les procédures grapheeuler(f,t0,y0,T,y) et graphemilieu(f,t0,y0,T,y) qui trace
maXg<n<nN |y (t) — ynl et les courbes 1/N, 1/N?, 1/ N3 en fonction de N, avec une progression logarith-
mique en abscisses et en ordonnées. Vous pouvez prendre par exemple N qui varie dans [1:100:2000].



Tests. Tester cette procédure sur le troisieme exemple ci-dessus. Qu'observe t-on ? Quel est 'ordre de conver-
gence des méthodes d'Euler et du point-milieu ?

3. PROBLEMES RAIDES. METHODES IMPLICITES

On va mettre en évidence deux phénomenes numériques de propagation d’erreur sur les deux premiers
exemples de (H). On veut observer I'influence d'une petite pertubrbation de la condition initiale sur la solu-
tion de I’équation.

Probléme numériquement mal posé. Dans le premier exemple, tester la méthode d’Euler avec la condition
initiale y(0) = %+ € (e=10"8 par exemple) et T =10 avec N = 20,30,50,100,300. Qu’'observez-vous ?
La donnée initiale 7(0) = % + ¢ fournit y(z) = % + €63, On a alors

7(10) — y(10) = £ = 1013,

Ainsi le probleme est ici numériquement mal posé, c’est-a-dire quelle que soit la méthode numérique em-
ployée et sa précision une petite perturbation de la condition initiale pourra entrainer une grosse perturba-
tion de la solution. Ceci est lié au fait que la solution de cette équation différentielle est asymptotiquement
instable (cf. cours sur les équations différentielles).

Probleme raide. Dans le deuxieme exemple, tester la méthode d’Euler avec la condition initiale y(0) = %+£,
(e=10"8 par exemple) et T =2 avec N = 20,30, 50,100, 140, 150,300. Qu’observez-vous ?
La donnée initiale y(0) = % + ¢ fournit y(z) = % +ee7 1907 On a alors

7(1) - y(t) = ee 190,

Et comme e %" < 1 sur [0,2], le probléme est numériquement bien posé, c’est-a-dire que l'erreur sur la
solution sera au pire de I'ordre de I'erreur sur la condition initiale. Cependant, apres calcul (que je vous
encourage vivement a faire!!) on constate que la méthode d’Euler vérifie :

1 1
——=(1-150R)" ——.
Yn 5 ( ) (J/O 5)

Donc pour que |y,| ne diverge pas vers +oo, il est nécessaire de prendre |1-150h| < 11i.e. h < % Ce résultat
théorique correspond-il a ce que vous avez observé ci-dessus ? Dans cet exemple, pour obtenir une bonne
convergence il est nécessaire de prendre un pas h assez petit, c’est-a-dire un cofit en calcul plus élevé. On

parle de probleme raide ou mal conditionné.

Méthode implicite d’Euler. Cette méthode s’écrit :

Yns1=Yn+ hf(tnr.VnH)
(6) !
Yo donné

Cette méthode est dite implicite car a chaque itération, pour trouver y,;1 a partir de yj, il est nécessaire de
résoudre une équation. Cette équation peut-étre a priori linéaire ou non selon la fonction f. Pour sim-
plifier, on ne va mettre en oeuvre cette méthode que sur le deuxieme exemple. Ecrire une procédures
eulerimp(t0,y0,T,N) qui trace le graphe de la fonction affine par morceaux uy, défini par un(t;) = yn
pour la méthode d'Euler-implicite sur le deuxiéme exemple.

Tests. Tester la procédure avec y(0) = % +1078 et N =10,30,50. Qu observez-vous 2



4. RUNGE-KUTTA D’ORDRE 4

Rappelons la méthode de Runge-Kutta d’ordre 4 pour I'équation différentielle ordinaire (@), avec les
meémes notations,

pP1= f(tn)yn)

=f(t +ﬁ +ﬁ )
p2=f(ty 5 Yt S p

gty B
p3=f(ty 5 Ynt P2
pa= f(tys1,yn+hp3)

h
Yns1=Ynt g(pl +2p2 +2p3+ p4)

Comme pour la méthode du point au milieu, construire rungekutta(f,t0,y0,T,N) et étudier 'erreur
sur les exemples donnés avec les procédures erreurrunge(f,t0,y0,T,N,y) et
grapherunge (f,t0,y0,T,y). Vérifier que I'ordre de convergence est bien celui attendu.

5. SYSTEME PROIE—-PREDATEUR DE LOTKA-VOLTERRA

Considérons deux espéces animales en interaction, les prédateurs et les proies de densité de population
respective p(t) et q(t) modélisées par le systéeme différentielle suivant

p'(t)=ap()q(t)-bp(1), teR”
(7) q'(1)=—cp(Hq(t)+dq(0),

p0)=po, 4q(0)=qo
Les constantes a et b sont strictement positives et correspondent respectivement aux taux de croissance
des prédateurs par capture proies et a leur taux de mortalité propre. Les constantes (strictement positives)
c et d représentent le taux de disparition des proies par capture et leur taux de prolifération.

On suppose que pg, go > 0. On donne en annexe quelques éléments qui permettent d’obtenir les proprié-
tés suivantes des solutions (p(t), (1)) :

- le systeme admet une solution unique définie sur R™*.

—-Vt>0ona p(t) >0, g(t) >0 (ce qui est « normal »pour une densité de population).
-3C>0tel que p(t)<Cet q(t)<C,VteR".

— le caractere périodique du systeme.

fotp(s)ds fotq(s)ds
t t

— les valeurs moyennes de p(t) et g(t) (i.e. lim;— oo et lim;_ 1o ) sont indépendantes des

données initiales et valent respectivement d/c et b/ a.

Avec Python. On prend a=1, b=2, c =1, d = 3. Avec les méthodes d’Euler explicite et Runge-Kutta d’ordre
4 faire quelques expériences numériques. On tracera le graphique (p(t), g(1)), et la superposition de (¢, p(?))
et (t,q(1)). Selon le schéma et le pas choisi la simulation correspond-elle a la théorie (périodicité) ?
Instabilité : — tester avec des valeurs initiales faibles (py, qo) = (0.01,0.01)

—tester avec b=1, a=0.01,d =0.25, c=0.01, pp=30+1et qo=80=+1.

Avec Python (bis).
— Schéma d’Euler implicite (en utilisant solve)
— observation numérique de la propriété des valeurs moyennes

6. VAN DER POL

L'équation de Van der Pol décrit un oscillateur entretenu (oscillation-relaxation) et modélise par exemple
les battements du coeur. Voici 'équation, € étant un parametre > 0, y est solution de 'EDO du second ordre

yll(t)

(8) +(y* =Dy (O +y) =0

En s’'inspirant de I'étude des systémes de proie-prédateur et avec les fonctions intégrées de Scipy :



Transformer cette équation du second ordre en un systéme différentiel du premier ordre

Pour différentes valeurs de € et pour différentes données initiales constater numériquement que la
solution converge vers une solution périodique

Une seule solution périodique existe

Battement du coeur pour ¢ grand
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