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L’USAGE DE LA CALCULATRICE N’EST PAS AUTORISE. L’USAGE DE TOUT DOCUMENT EST INTERDIT.

Une rédaction claire et concise sera appréciée. Toute affirmation devra étre justifiée. Dans 'exercice 4
une question non résolue n’empéche pas de faire les suivantes, dans ce cas indiquez clairement que vous
admettez le(s) résultat(s) de la question non faite.

Exercice 1. Trouver la décomposition en produit de cycles a supports disjoints, la signature, 'ordre des
permutations suivantes de Sig
o 1 2 3
S \3 71

Donner une décomposition en produit de transpositions des permutations o et 7. Calculer ¢29% et 72006,

Exercice 2. Soit le polynéme P = X® +2X6 + 3X% +2X2 4 1 et soit j = exp(2ik7/3) (j est une racine
troisieme de 'unité).

(a) calculer 1+ j + j2.

(b) Montrer que j est racine du polynéme P. Déterminer son ordre de multliplicité.
(
(

)

c)

d) Quelle conséquence peut-on tirer du fait que les coefficients de P sont réels ?
)

Quelle conséquence peut-on tirer de la parité de P 7

(e) Décomposer P en produit de facteurs irréductibles dans C[X] et dans R[X].

Exercice 3. Décomposer en éléments simples dans C[X] et dans R[X] la fraction rationnelle
X3 +4
(X2 -1)(X2+1)

On donnera toutes les étapes et explications des calculs.

Exercice 4.

Notations. Pour tout entier naturel non nul n, on pose U, = {z € C; z" = 1} = {exp(2ikn/n); k =
1,...,n}. La fonction d’Euler ¢ : N* —— N* est définie par ¢(1) = 1 et sin > 1, ¢(n) est égal au nombres
d’éléments inversibles de 'anneau (Z/nZ, +, ).

Pour éviter de surcharger les notations, les éléments de ’ensemble Z/nZ seront notés a mod n. Il faut
donc comprendre que si a est un élément de Z alors a mod n désigne la classe déquivalence de a pour la
relation d’équivalence x =y mod n si et seulement si x — y € nZ. Ainsi sans ambiguité on pourra noter
2mod 3, kmod p, etc sans prendre une nouvelle notation pour les classes d’équivalence des différentes
relations d’équivalence du type “mod n”.

(a) Soient n et m deux entiers premiers entre eux. Le but cette question est de démontrer que ¢(nm) =
¢(n)p(m).
-i- Soit ¥ ’application définie par
Z v Z/nZ X Z/mZ
a— (a mod n,a mod m)
Montrer que 1 est un morphisme d’anneau ((Z,+,-) est 'anneau usuel des entiers relatifs
tandis que (Z/nZ x Z/mZ,+,-) est muni de la structure usuelle d’anneau produit). Montrer

que le noyau de ¢ est 'idéal nmZ.
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-ii- Soient b et ¢ deux entiers. On cherche a résoudre le systéme modulaire
a=b modn
{ a=c modm
Rappeler le théoreme de Bezout pour le couple (n,m). En déduire qu'’il existe p dans N tel
que pn =1 mod m. Montrer que l’entier a = b+ (¢—b)pn est une solution de (1). En déduire
que 'application v est surjective.
-ili- En déduire que 'application ¥
Z/nmZ v (Z/nZ x Z/mZL)
a mod nm — (a mod n,a mod m)
réalise un isomorphisme d’anneau.

-iv- A laide de la question précédente montrer que z mod nm est inversible dans Z/nmZ si et
seulement si x mod n et z mod m sont inversibles respectivement dans Z/nZ et Z/mZ. En

déduire que ¢(nm) = ¢(n)p(m). Calculer ¢(2), ¢(3), ¢(5), ¢(15).

n
(b) Soit n € N*. Montrer que dans C[X] ona X" — 1= H (X — exp(2ikm/n)).
k=1
(c) Soient d et n deux entiers naturels non nuls. Montrer que si dn (d divise n) alors Uy C U, et
X4 —1]X™ — 1 dans C[X]. Montrer que

X"—1
=X" X" b X L
T + Foo X+
En déduire une formule analogue pour ig;”j pour d|n.
(d) Soit n un entier naturel non nul. On rappelle que U, = {z € C; 2" = 1} = {exp(2ikn/n); k =
1,...,n} contient n éléments et que (U,,-) est un groupe pour la multiplication usuelle dans C.

On pose
Vo, ={z € U, | z d’ordre n dans le groupe multiplicatif (U,, )},

autrement dit z € V,, si et seulement si (z € U,, et l'ordre de z dans le groupe (U,, -) vaut n). On
pose &,(X) = H (X — z). Montrer que exp(2ikm/n) € V,, si et seulement si pged(k,n) = 1. En

2V,
déduire &,(X) pour p premier.

(e) Montrer que kmod n est inversible dans Z/nZ si et seulement si pged(k,n) = 1.
(f) Montrer que ¢(n) = deg(&,(X)). [indication : on pourra exprimer le degré de &,(X) en fonction
du cardinal de I’ensemble V;, et utiliser les questions (d) et (e)]
(g) Montrer que U, est réunion disjointe des Vj tels que d|n. En déduire que X" — 1 = H £a(X) et
dn
que n = Z o(d).
dln

(h) Calculer & (X) et &(X). A l'aide de la question (g) montrer que X4 — 1 = & (X)&(X)&4(X). En
déduire &4(X).



