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L'USAGE DES CALCULATRICES, TELEPHONES ET/OU ORDINATEURS PORTABLES,
BALADEURS NUMERIQUES, ASSISTANTS PERSONNELS EST INTERDIT.
LUSAGE DE TOUT DOCUMENT N EST PAS AUTORISE.

Une rédaction claire et concise sera appréciée. Toute affirmation devra étre justifiée.

Exercice 1. On consideére ici )y, l'ensemble des permutations de A = {1,2,3,...,10}.
(a) Pour tout m € Z, on pose g, : Z + Z définie par g, (i) = mi — 10E(2) + 1, ot E(x) désigne la
partie entiere de x (x € R). Lesquelles des applications g;, g3 et g¢ sont éléments de Sjp ? Déterminer
alors leur ordre et leur signature.

(b) Soient ¢ et ¢, les deux cycles définis par ¢; = (13579) et c; = (27435) (avec la convention donnée
en cours de Iécriture d’un cycle). On pose ¢ = ¢; o ¢;. Donner la décomposition en cycles disjoints
de o, son ordre et sa signature. Calculer 2008

1+2p

1+2g

rationnels non nuls muni de la multiplication usuelle).

Exercice 2. Montrer que l'ensemble H = { 5 D>q € Z} est un sous-groupe de (Q*,-) (lensemble des

Exercice 3. Petit théoréme de Fermat.
On définit pour n € N* et k € N le coefficient binomial

n!

cﬁz(”): Kix (n - K)!
k 0 sik>n+1

si0<k<mn,

(a) Démontrer que pour tout1< k < nonaCk = C',‘lj + Cﬁ_l. En déduire que, pour tout n > 1 et tout
k > 0, la quantité Ck est un entier. [on pourra faire une récurrence sur n.]
(b) Démontrer que pour tout1< k < nonak x CK = n x Ck-L,
(c) Soient a et b deux réels. Démontrer, par récurrence, la formule du bindme, a savoir : Vn € N*
n
(a+b)"=>" ck akpmk,
k=0
On suppose désormais que # > 2 est un entier premier.
(d) En utilisant la question (b) montrer que sil < k < n — 1 alors n divise Cﬁ.

(e) Montrer que si a € N* est tel que a” = a[n]alors (a +1)" =a+1[n].
[indication : on pourra utiliser les questions (c) et (d)].

(f) Montrer le petit théoréme de Fermat : si a est un entier quelconque et #n un nombre premier, alors
a” — a est un multiple de n.

(g) Utiliser le petit théoréme de Fermat pour démontrer que si # est un nombre premier et si a et n
sont premiers entre eux alors a"~! = 1[n].

(h) Trouver un exemple d’entiers a et m tels que 1 < a < m—1leta™ ' #1[m].

Exercice 4. Soit n un entier supérieur (ou égal) a 2 et Q un polynéme de degré 2.
(a) Montrer que pour tout P € R,[X] le polynéme 2P'Q — nPQ’ appartient a R,[ X]. On note par la
suite ¢ l'application de R, [ X] dans R,,[ X] qui & P associe ¢(P) = 2P'Q — nPQ’.
(b) On suppose dans cette question que n = 2 et que Q = X2 + uX + v (u et v dans R). Le but est de
déterminer ker(¢) = {P € R,[X]; ¢(P) = 0} en fonction de Q.
-i- Montrer que Q et Q' sont premiers entre eux si et seulement si u? — 4v # 0.

-ii- Soit P € ker(¢) avec P # 0. Montrer que si Q et Q' sont premiers entre eux alors Q divise P.
En déduire ker(¢) quand Q et Q' sont premiers entre eux.
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-iii- Soit P € ker(¢) avec P # 0. Montrer que si Q posséde une racine double « alors P(«) = 0. En
déduire que nécessairement P = A(X — «)?, A € R.

-iv- Déterminer ker(¢) en fonction de Q.

(c) Onsuppose dans cette question que Q est un polyndme de degré 2 qui n'admet pas de racine double.
Aucune hypothése n'est faite sur n : n est un entier naturel plus grand que 2 (n > 2). Le but est de
déterminer ker(¢).

-i- Que peut-on dire du PGCD de Q et de Q' ? [Justifier votre réponse]
-ii- Soit P € ker(¢@). Montrer que si P est non nul alors Q divise P.

-iii- Soit P € ker(¢) avec P # 0. Montrer que P sécrit P = RQ¥ avec k > 1 et R un polynome tels
que Q ne divise pas R. Montrer que 2R'Q = (n—2k)RQ’. En déduire que n est nécessairement
pair ainsi que le degré de R.

-iv- Si n est pair déterminer ker(¢) en fonction de Q.
-v- Si n est impair déterminer ker(¢).

Question bonus. Déterminer ker(¢) dans le cas n > 2 quelconque et Q admettant une racine double.



