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Devoir 2

Le controle sur le devoir 2 portera également sur les exercices des fiches 5 et 6 de T.D. Aucun document
ne sera autorisé.

Exercice 1 :

Soit F un espace métrique compact. Soit f une application de E dans E vérifiant :

Ve,ye B d(f(x), f(y)) > d(z,y)

a) Soit z,y € E. Montrer que :

Ve >0 3k e N* tel que { (”;’jj:(x)g

b) En déduire que f(E) est dense dans E et que Yo,y € E  d(f(x), f(y)) = d(z,y).

¢) Montrer que f est une isométrie de F sur E.

Exercice 2 :
Soit E un espace métrique compact. Soit f une application de E dans E vérifiant :

Ve,y € B x#y = d(f(x), f(y)) <d(z,y)

a) Montrer que f admet un unique point fixe ( on pourra considérer ’application x — d(f(ac), x)) .

b) Donner un exemple de compact de R et d’une application de ce compact dans lui-méme sans point fixe.

Exercice 3 :
Soit E un espace métrique non compact. Montrer qu’il existe des applications de E' dans R continues
mais non bornées.

Exercice 4 :

Soit E un espace localement compact et (Q”)n oy une suite d’ouverts denses dans F.

a) Montrer que si Op est un ouvert non vide, on peut construire une suite (O”)n en d’ouverts non vides
relativement compacts telle que Vn € N O, 11 C O, N Q,.
b) Montrer que ﬂ O,, # 0. En déduire que ﬂ Q,, est dense dans E.
neN neN
¢) Montrer que si E est réunion dénombrable de fermés, alors un de ces fermés est d’intérieur non vide.



