QUELQUES RAPPELS ET COMPLEMENTS

1. RELATION D’£QUIVALENCE, RELATION D’ ORDRE
1.1. Définitions.

Définition 1.1. Soit E un ensemble et E x E le produit cartésien. Une relation binaire (ou correspondance
binaire) R sur E est la donnée d’une partie (non vide) G c E x E. On dit que x est en relation avec y (x et y
étant des éléments de E), ce qui sécrit xRy, si et seulement si (x, y) € G. Lensemble G sappelle le graphe
de la relation R.

Dans la pratique, les relations binaires sont définies par une propriété caractérisant les éléments en rela-
tion. Si P(x, y) est une proposition relativement a (x, y) on définit par exemple la relation R par

xRy < P(x, y) est vraie.
Dans ce cas le graphe de R est défini par G = {(x, y) € E x E; P(x, y) est vrai}.

Exemple 1.2.
(1) SiE =N, on vérifie que b — a est multiple de 5 définit une relation sur E.
(2) SiE =R, soit R la relation définie par xR y si et seulement si x> > y?.

(3) Dans l'ensemble des droites du plan, une droite A est en relation avec une droite A’ siona A 1 A'.
1.2. Relation d’équivalence.

Définition 1.3. Une relation binaire sur un ensemble E est une relation d’é¢quivalence si
- Vx € E, on a xRx (réflexivité) ;
- Vx,y € EsixRy alors yRx (symétrie) ;
- Vx,y,z€E,sixRy et yRz alors on a xRz (transitivité).

On trouve souvent les notations suivantes, xRy, x ~ ¥, x = y(modR;) et on dit que x est équivalent a y.

Définition 1.4. Soit E un ensemble et R une relation déquivalence sur E. Pour tout élément a de E, on
appelle classe déquivalence de a, l'ensemble des éléments équivalents a a. On note cl(a) ou a ou encore 4.

cl(a) ={x € E; aRx}.

Remarque 1.5. Par définition, une classe déquivalence nest pas vide (a € cl(a)). De plus si a et b sont deux
éléments de E alors
becl(a) < bRa.

Proposition 1.6. Pour tout a, b dansE ona:
-aRb < cl(a) = cl(b)
-cl(a) = cl(b) ou bien cl(a) ncl(b) = & (deux classes sont égales ou bien disjointes).

Démonstration. Montrons la premiére assertion. Supposons que aRb. Soit x € cI(a). Par définition nous
avons aRx, ce qui entraine par symétrie et transitivité que bRx, dou x € cI(b). Ainsi nous avons cl(a) c
cl(b) et en inversant les roles de a et b on obtient cl(a) = cI(b). Réciproquement, si cI(a) = cl(b), il est
clair que b € cl(a) ce qui donne aRb.

Pour la deuxiéme assertion, si c/(a) N cl(b) # @, montrons que cl(a) = cl(b). Dans ce cas, soit x un
élément de E tel que x € cl(a) et x € cl(b). Lélément x est tel que aRx et bRx, dou (par symétrie et
transitivité) aR b, soit cl(a) = cl(b). En conclusion, soit cI(a) n cl(b) = @ soit cl(a) N cl(b) + @ ce qui
entraine cl(a) = cl(b). O
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Rappelons la définition d’une partition et d’'un recouvrement.

Définition 1.7. Soient (A;);c; une famille indexée par l'ensemble I (non vide) de sous-ensemble de E et F
un sous-ensemble non vide de E.
— la famille (A;);es est appelée recouvrement de F si

FCUA,'

iel
— la famille (A;);es est appelée partition de F si
Viel, Ai *
Vijel, (i#j)=>AinAj=0

F={JA;

iel
Le lien entre classes déquivalence et partition est l'objet de la proposition suivante.

Proposition 1.8. Les classes d équivalence distinctes constituent une partition de E, cest a dire,
-VYaeE, Jcl(x) tel que a € cl(x);
- deux classes distinctes sont disjointes.

Démonstration. Comme pour tout a € E on sait que a € cl(a) alors pour tout a dans E on peut trouver au
moins une classe contenant a. De plus si deux classes sont distinctes, alors elles ne sont pas égales et d’apres
la proposition précédente on en conclut quelles sont disjointes. O

Définition 1.9. On note E/R l'ensemble des classes déquivalence des éléments de E, c’est l'ensemble quo-
tient.

Exercice 1.10. Des trois exemples de relation, quelles sont les relations déquivalence ?

Exemple 1.11. Dans Z, on définit la relation R par aRb si et seulement si a — b est pair. On vérifie que
cest une relation déquivalence et que cI(0) est l'ensemble des entiers pairs et c/(1) I'ensemble des entiers
impairs. Ainsi Z/R posséde deux éléments.

Exercice 1.12. On définit sur R? la relation suivante :

(x0, 0)R(x1, y1) si et seulement si yo — x5 = y; — x{.

Montrer que cest une relation déquivalence. Décrire les classes déquivalence.
1.3. Relation d’ordre.

Définition 1.13. Soit E un ensemble et R une relation binaire sur E. On dit que R est une relation dordre
sur E si

- Vx € E, on a xRx (réflexivité) ;

- Vx,y e EsixRyet yRx alors x = y (antisymétrie) ;

- Vx,y,z€E,sixRy et yRz alors on a xRz (transitivité).

On trouve souvent les notations suivantes, x < y, x < y. Si E est muni d’une relation dordre < on dit que E
est un ensemble ordonné par <.

Exemple 1.14.
(1) P(E) muni de I'inclusion.
(2) N muni de I'inégalité < (inégalité usuelle).

(3) N* muni de la relation aDb si et seulement si a divise b.
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Définition 1.15. Soit E un ensemble muni d’une relation d’'ordre notée <.
- (E, <) est dit totalement ordonné (ou que lordre est total) si deux éléments quelconques de E sont
comparables, cest a dire si

V(x,y)€E*>, x<y ou y<x estvérifie.

- (E, <) est partiellement ordonné (ou que l'ordre est partiel) si il existe x et y éléments de E tel que
x < y et y < x ne soient ni 'une ni l'autre vérifiées.

Exemple 1.16. Reprenons les trois exemples précédents. On démontre que (P (E), c) et (N*, D) sont par-
tiellement ordonnés. Clairement (N, <) (Uinégalité usuelle) est totalement ordonné.

Exercice 1.17. On définit sur R? la relation suivante :

(a1,b1) <p (a2, b2)
si et seulement si
by —a’<b,—a? bi—a?=b,—a? <
1—ay <by—a;, ouov—ay =0 —a;eta; <a.

Montrer que cest une relation dordre. Essayer de donner une interprétation géométrique de cette relation.
Est-ce une relation d'ordre total ?

1.4. Eléments remarquables dans un ensemble ordonné. Dans la suite E est ensemble, < est une relation
d’ordre sur E et A est une partie non vide de E.

1.4.1. Majorant, minorant. S’il existe a € E tel que Vx € Aona x < a, a est appelé majorant de A.

S’il existe a € E tel que Vx € Aon a a < x, a est appelé minorant de A.

Un ensemble A qui admet au moins un majorant (resp. minorant) est dit majoré (resp. minoré). Si A est
majoré et minoré, A est dit borné.

1.4.2. Plus grand élément, plus petit élément. S’il existe a tel que ag € A et ap majorant de A, alors ag est
unique et est appelé plus grand élément de A (ou élément maximum de A).

ag plus grand élément de A < (ag € A) et (Vx € A, x < ap).

S’il existe a;, tel que ag € A et aj, minorant de A, alors a| est unique et est appelé plus petit élément de A
(ou élément minimum de A).

ag plus petit élément de A <> (ag € A) et (Vx € A, aj < x).

Montrons que le plus grand élément de A (s’il existe) est unique. Soient a et b «deux» plus grands élé-
ments de A. Comme b € Aonab < ag,etcomme a € Aonaa < b. Comme < est une relation d'ordre,
antisymétrie nous donne a = b, doti 'unicité du plus grand élément quand celui-ci existe.

Exemple 1.18. Dans (R, <) (I'inégalité usuelle), l'ensemble [0, 1[ posséde un plus petit élément (0) mais pas
de plus grand élément.

1.4.3. Borne supérieure, borne inférieure. Supposons que la partie A admette au moins un majorant, soit M
Iensemble des majorants de A (M # @ et M c E). Si M admet un plus petit élément, il est unique et est
appelé borne supérieure de A. La borne supérieure de A est le plus petit des majorants de A ou encore

mo majorant de A, (i.e. Vx € A, x < my)
mg borne supérieure de A <

et Vme M, mg < m.
Remarque 1.19 (exercice). Si A posséde un plus grand élément alors ce plus grand élément est la borne
supérieure de A. D'ou

- si a estle plus grand élément de A alors a est la borne supérieure de A

— si a estla borne supérieure de A alors a est un majorant de A.
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De la méme fagon, on définit la borne inférieure de A.

Supposons que la partie A admette au moins un minorant, soit N l'ensemble des minorants de A (N # @&
et N c E). Si N admet un plus grand élément, il est unique et est appelé borne inférieure de A. La borne
inférieure de A est le plus grand des minorants de A ou encore

no minorant de A, (ie. Vx € A, ng < x)

no borne inférieure de A <
etVneN, n<nyg.

On note m( = sup A et g = inf A.
Exercice 1.20. Montrer que sup[0,1[=1etinf[0,1][= 0. Que vaut inf{m ;X €]l;+00[}?

1.4.4. Elément maximal, élément minimal.

On dit que m est un élément maximal de E sim € E etsi Vx € E, (m < x) = (m = x). La partie {m}
nadmet pas de majorant strict.

On dit que m' est un élément minimal de E si m’ € E etsi Vx € E, (x < m’) = (m' = x). La partie {m'}
nadmet pas de minorant strict.

Exemple 1.21. Dans (N \ {1}, D), on démontre que tout nombre premier est élément minimal.

1.5. Unexercice (pour informaticien). Monoide libre, monoide plaxique. Soit.A unalphabet. On appelle
monoide libre sur A le monoide formé de 'ensemble des mots sur .4 muni du produit de la concaténation
[un monoide est un magma unifére associatif]. Cet ensemble est noté A*. Plus précisément :
- un mot sur un alphabet A est une suite a;a; . . . a, (éventuellement vide) de lettres de A ; lorsque cette
suite est vide, le mot correspondant est noté 1 et est appelé mot vide ;
- laloi interne sur l'ensemble des mots est la concaténation, définie par:siu =ay...a,etv =by...by,
sont deux mots de A” la concaténation de u et v est le mot uv défini par

uV:al...anbl...bm.

- clairement le mot vide est I'élément neutre de 'ensemble .4* muni de la concaténation qui est aussi
clairement une loi associative.
Considérons I'alphabet .4 composé des deux lettres a et b et le monoide libre A* engendré par I'alphabet
A. Ajoutons deux régles qui sont

bba = bab,

ce qui revient a dire que le mot ba commute avec les lettres a et b. Définissons la relation R; sur A" par la
liste des ses seuls éléments en relation :

{ aba = baa,

abaRibaa et bbaR;bab,

ce qui donne que la graphe de R, est égal a {(aba, baa), (bba, bab)}. Définissons alors la relation R, sur
A” par u;Ryu; si et seulement si u; et u, peuvent sécrire sous la forme u; = xv;y et up = xv,y avec des mots
X, ¥, v1, v, de A tels que v1R;v; ou v, Ryv;. Définissons (enfin) la relation R sur A* par uRv si et seulement
siil existe n € N et une suite de mots (1, uy, . .., uy) tels que

u = uoRyu Rytty---tty 1 Ryt = v,
ce qui veut dire in extenso que u = ug, u, = v et que pour tout i € {0,n -1} on a u;Ryuj;.
(a) Constater que
i- ababRbaab
-ii- bbaabaRbababa = (ba)?
-ili- baaabaR(ba)*a®
-iv- ababababR(ba)3ab.

(b) Montrer que R est une relation déquivalence sur A".

—
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(c) Montrer pour tout mot u dans A* il existe un unique triplet (i, j, k) tel que uR(ba)’a/b*. Ceci
définit donc une application ¢ de A* dans N? avec la convention ¢(1) = (0,0,0).

(d) Lapplication ¢ permet de définir sur N® une loi de composition interne : si (iy, j1,k;) € N° et
(i3, ja, k2) €N’ on a
(i, j, k) = (in, ju, k1) * (i2, j2, k2)
si et seulement si
(ba)'a’b*R(ab)" al b*1 (ab)?al? bk
ou encore (i, j, k) = ¢((ab)1alb* (ab)2al2b*).
Montrer que (i, j, k) = (i1, j1, k1) * (i2, jo, k2) est tel que
G k) :{(i1+i2+j2,j1,k1—j2+k2) si jo < ki,
) (iy + iy + ki, j1 + j2 — k1, k2) sinon.
2. UENSEMBLE N

Tout le monde manipule l'ensemble des entiers naturels depuis son enfance ! Comme le métier de mathé-
maticien est de construire de facon rigoureuse les objets qu’il manipule, comment construire N, I'addition,
la relation d’'ordre ? Dans une premiére lecture il est possible de survoler le début et de lire trés sérieusement
a partir du théoréme 2.5 qui est fondamental.

2.1. Définition axiomatique de 'ensemble N des entiers naturels. On peut définir N au moyen des cinq
axiomes suivants, appelés axiomes de Peano (mathématicien italien, 1858-1932),
Axiome 1. Il existe un ensemble noté N dont les éléments sont appelés entiers naturels et auquel 0 appartient.

Axiome 2. Tout entier naturel n posséde un successeur, qui est un entier naturel, provisoirement noté n*. Le
successeur de 0 est noté 1, celui de 1 est noté 2, etc.

Axiome 3. 0 nest le successeur d’aucun entier naturel.
Axiome 4. Deux entiers naturels distincts ont nécessairement des successeurs distincts.

Axiome 5. Si un ensemble d’entiers naturels contient 0 ainsi que le successeur de tout entier lui appartenant,
alors il est confondu avec N.

Exercice 2.1.

(a) Démontrer que tout entier naturel non nul est le successeur d’un entier naturel. [indication :
considérer l'ensemble A égal ala réunion de {0} et de I'ensemble des successeurs d’entiers naturels]

(b) Démontrer le principe du raisonnement par récurrence.

2.2. Lois de composition interne sur N. On définit I'addition et la multiplication par les formules sui-
vantes

Vi, peN, n+0=n, n+p'=(n+p)", nx0=0, nxp'=nxp+n.

Exercice 2.2 (propriétés usuelles). Vérifier que ces formules ont bien un sens et définissent 'addition et la
soustraction sur tout I'ensemble des entiers naturels, puis établir les propriétés suivantes (V#, p,q € N) :

(1) 0+ n=n+0=nouencore 0 est élément neutre pour I'addition

(2) nt=n+1

(3) (n+p)+q=n+(p+q) ouencore l'associativité de I'addition

(4) n+ p = p+ nouencore la commutativité de 'addition

5) n+p=0 <= n=p=0

(6) n+p=n+q = p=gq

(7) nx0=0xmn=0ouencore 0 est élément absorbant pour la multiplication

(8) nx1=1xn=nouencore 1 est élément neutre pour la multiplication
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(9) (nxp)xq=nx(pxq)ouencore 'associativité de la multiplication
(10) n x p = p x n ou encore la commutativité de la multiplication
(1) nx(p+q) = (nxp)+(nxq) ouencore la distributivité de la multiplication par rapport a 'addition
(12) nxp=1<e n=p=1
(13) nxp=0 < (n=00up=0)
(14) Sin#0alors(nxp=nxq<p=q)
2.3. Relation d’ordre sur N. On définit sur N la relation binaire : Vn, p € N, on dit que n < p, ou encore

p > n, s’il existe un entier naturel u tel que n + u = p. On pose n < p si et seulement si (n < petn # p)siet
seulement si p > n.

Exercice 2.3. Montrer que, Vn,p € N,
(@) n<n+1
(b)y n<pen<p+l
(c) sin < p,alors I'entier naturel u tel que n + u = p est unique. On le note p — n (la différence entre
petn).

(d) sip # 0, alors il existe un entier naturel g tel que g +1= p. On le note g = p — 1 et on 'appelle le
prédécesseur de p.

Exercice 2.4. Montrer que
(a) < estune relation d'ordre
(b) (N, <) est ensemble totalement ordonné.
(c) 0 estle plus petit élément de N
(d) N n'a pas de plus grand élément (raisonner par I'absurde)
(e) Vn,p,qeN: n<peon+p<qg+p
(f) VneN~ {0}, Vp,qeN:g<penxqg<nxp

Le théoreme suivant est fondamental et est équivalent au principe de récurrence.
Théoréme 2.5. Toute partie non vide de N posséde un plus petit élément.

Démonstration. La preuve se fait par 'absurde. Soit A une partie non vide de N et supposons que A ne
posséde pas de plus petit élément. Lélément 0 n’appartient pas a A, car d’aprés I'exercice précédent 0 est le
plus petit élément de N. Considérons donc la partie non vide B définit par {n e N; n < a, Va € A} (B non
vide car 0 € B).

Montrons que B contient le successeur de chacun de ses éléments, ce qui entrainera d’aprés le séme
axiome de Peano que B = N. Soit n un élément de B et soit a élément de A (a —1 désigne le prédécesseur de
a). Nous avons 7 < a et comme a = (a — 1) + 1 il vient (voir exercice 2.3) que n < (a—1) +1doun <a-1
soit (d’apres l'exercice 2.4) n +1< (a—1) + 1 = a. Donc pour tout a € A nous avons # +1 < a. Si n + L est
élément de A alors n +1 est le plus petit élément de A, ce qui est contradictoire. Donc #n + 1 n'est pas élément
de A et pour tout a € A nous avons n +1 < a. Finalement si n € B alors n + 1 est élément de B. Le cinquiéme
axiome de Peano implique que B = N. A est donc une partie vide. En effet si ce n'est pas la cas il existerait
un élément a € A tel que pour tout n € B = N on ait n < a ou encore il existerait un majorant de N. A ne
peut étre que la partie vide, ce qui contredit '’hypothése de départ. g

Corollaire 2.6. Toute partie non vide de N, majorée, posséde un plus grand élément.
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2.4. Division euclidienne dans N.

Théoréme 2.7. Pour tout couple dentiers naturels (a, b) avec b # 0 il existe un unique couple d'entiers naturels
(q,7) tel que a = bq+ret 0 < r < b. Lentier q est appelé le quotient, lentier r le reste de la division euclidienne
de a par b.

Démonstration. Considérons l'ensemble A = {q € N; a < b(g + 1) }. On montre successivement que A est
une partie non vide de N, posséde un plus petit élément noté g et que le couple (g, 7 = a — bq) convient.
Lunicité se démontre aisément. g

3. UNPEUDE Z

Naivement définir les entiers relatifs consiste a ajouter les entiers négatifs. .. Plus précisément on définit
sur N la relation binaire suivante

(a,b)R(c,d) < a+d=b+c.

La relation R est une relation déquivalence (le vérifier). Notons (a, b) la classe du couple (a, b) pour la
relation R et appelons la a — b (lire “a moins b”). On définit alors l'ensemble Z par 'ensemble quotient
N?/R. Un entier relatif est donc une classe d’équivalence a — b, a et b étant des entiers naturels. Un entier
relatif est aussi appelé un entier.

On définit sur Z les deux opérations suivantes

(a,b)® (c,d)=(a+c,b+d), (a,b) ® (¢c,d) = (ac +bd, ad + bc)
ce qui sécrit avec la notation (a — b)
(a-b)®(c-d)=(a+c)-(b+4d), (a-b)®(c—d)=(ac+bd) - (ad + bc)

Pour que les deux expressions précédentes aient un sens il est nécessaire de démontrer que le résultat ne
dépend pas du choix des représentants de chaque classe déquivalence. Ensuite on montre que 'addition etla
multiplication dans Z possédent les mémes propriétés générales que celles de N. Montrer que I'application
qui a chaque entier naturel » associe lentier relatif (n — 0) est injective. On identifie ainsi n et (n — 0), ce
qui nous donne, pour simplifier, N c Z. On retrouve ainsi les conventions et les régles usuelles (et connues)
de calcul dans Z et bien stir ® et ® deviennent nos addition et multiplication préférées usuelles...

3.1. Arithmétique rapide dans Z. Larithmétique dans Z sera développée dans I‘étude de 'anneau (Z, +, -).
Rappelons que

(1) un entier non nul a divise un entier b s’il existe g € Z tel que b = agq

(2) un nombre premier est un entier naturel supérieur a 2 tel que 'ensemble des entiers naturels qui le
divisent soit réduit a 1 et lui-méme

(3) lensemble des nombres premiers est infini

(4) deux entiers a et b sont premiers entre eux si les seuls diviseurs communs sont 1 et —1.

Exercice 3.1. Soit n un entier naturel non nul. Montrer que l'intervalle des entiers compris entre n! + 2 et
n! + n ne contient aucun nombre premier.

3.1.1. PGCD. Soient a et b deux entiers non nuls et soit H l'ensemble défini par
H={an+bm;n,me Z}.

Alors il existe un unique entier naturel d tel que H = dZ = {dn; n € Z}. Cet entier naturel d est appelé le
plus grand commun diviseur de a et b. D’apres la définition de H il existe u et v dans Z tels que d = au + bv.
De plus tout entier qui divise a la fois a et b alors il divise d.
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Démonstration. Soit H \ {0} la partie strictement positive de H. Comme a* + b > 0 l'ensemble H* \ {0}
est une partie non vide de N. D’apés un théoréme fondamental concernant N, soit d le plus petit élément
de H" ~ {0}. Montrons que H = dZ. 1l est clair que dZ c H car H est stable par multiplication et addition.
Pour l'autre inclusion soit p un élément de H. La division euclidienne de p par d nous donne un couple
(g,r)telque p=qd+ret0<r<d.Orcomme petd sont éléments de H il est facile de voir que r = p—gd
est aussi élément de H. Par définition d est le plus petit élément de H* \ {0}, r ne peut étre que nul (en
particulier comme a et b sont éléments de H nous avons démontré que d divise a et b). Finalement nous
avons démontré que H = dZ.

Le fait qu’il existe u et v dans Z tels que d = au + bv vient de la définition de H.

Soit p un diviseur commun a a et b. Clairement p divise au + bv donc divise d. g

Nous en déduisons le théoréme de Bezout et le théoréme de Gauss

Théoréme 3.2. Deux entiers a et b sont premiers entre eux si et seulement si il existe u et v dans Z tels que
au+bv =1

Démonstration. Soient a et b deux entiers. D’apres ce qui précede nous savons que si a et b sont premiers
entre eux alors d = pged(a, b) =1, dou l'existence du couple (u,v).

Réciproquement, supposons qu’il existe u et v dans Z tels que au +bv = 1. Soit p un diviseur commun a a
et b. Clairement p divise au et p divise bv donc p divise au+bv = 1. Ainsi p divise 1 nous donne p = 1. [J

Théoréme 3.3 (Théoreme de Gauss). Soient a, b et ¢ trois entiers. Si a divise bc et si a est premier avec b
alors a divise c.

Démonstration. exercice O

4. UN PEU DE RATIONNELS

Pour définir l'ensemble Q des rationnels on considére sur Z x Z* (Z* désigne Z ~ {0}) la relation d’équi-
valence

(a,b)R(c,d) < (ad = bc),
lensemble quotient Z x Z* /R que l'on munit de deux opérations
(a,b) ® (¢,d) = (ad + cb, bd) (a,b) ® (¢,d) = (ac, bd)

et l'on démontre que tout se passe bien...

5. NOTION DE CARDINAL

Un ensemble E est dit fini s’il est soit vide soit en bijection avec l'ensemble des entiers naturels compris
entre 1 et n, pour un certain entier naturel non nul #. Dans ce dernier cas, l'entier #n est unique et il est
appelé le cardinal de E. Si E est vide on dit que son cardinal est nul. On a utilisé ici le fait apparemment
évident mais long a démontrer in extenso que si n et p sont deux entiers naturels distincts alors il nexiste
pas de bijection entre {1,...,n} et {1,..., p} - Iécrire. Un ensemble E est dit infini s’il n'est pas fini. Deux
ensembles infinis ne sont pas en général en bijection (N et R ne sont pas en bijection).

Quand deux ensembles sont finis et ont méme cardinal il découle immédiatement que ces deux en-
sembles sont en bijection. Plus généralement (méme si les ensembles sont de cardinal infini) deux en-
sembles sont méme cardinal s’ils sont en bijection. Un ensemble qui a le méme cardinal que N est dit
dénombrable. Lensemble Z et I'ensemble des rationnels sont dénombrables mais I'ensemble des réels n'est
pas dénombrable.

Soient E et F deux ensembles quelconques. On dit que le cardinal de E est inférieur (au sens large) a
celui de F s’il existe une application injective de E dans F et on écrit |E| < |F|. On a le théoréme de Cantor-
Bernstein que nous admettrons

Théoréme 5.1. Soient E et F deux ensembles tels que |E| < |F| et |F| < |E|. Alors on a |E| = |F| et il existe une
bijection de E dans F.



