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QUELQUES RAPPELS ET COMPLEMENTS POUR L”(Q)

Avertissement : ce qui suit n'est pas exempt de fautes. La présentation
reprend quelques éléments du livre [2], 'avantage (ou le défaut) est une
utilisation minimale de notions d’analyse fonctionnelle qui n’ont pas en-
core été vues/assimilées/sont en cours d’assimilation (barrer la mention
inutile). La connaissance de son cours d’analyse fonctionnelle (voir aussi
les livres [1, 3, 4, 5]) apportera une vision complémentaire et améliorera
la compréhension des propriétés des espaces LP qui nous concernent
que sont approximations par des fonctions réguliéres, convolution, dua-
lité, convergence faible...
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1. COMPLEMENTS SUR LA THEORIE DE L'INTEGRATION ET SUR LA TOPOLOGIE

On se place dans R (N = 1) muni de la mesure de Lebesgue. Dans la suite E est un ensemble
mesurable. On note R ’ensemble {—oo} UR U {+00}.

1.1. Approximation par les fonctions simples.

Définition 1 (fonction simple). Une fonction f : E — R est dite simple si elle est mesurable et
prend un nombre fini de valeurs. Si fi,..., f; désignent les différentes valeurs prises par f on
pose E; ={x € E; f(x) = f;}. Les ensembles E; sont mesurables et disjoints, de plus f s’écrit sous
une forme dite canonique

f= ;fiﬂEi'

Si fi,..., fn sont n réels et Ey,..., E, n ensembles mesurables alors Y., f;1, est une fonction
simple mais cette expression n'est pas nécessairement sa forme canonique (aucune hypothése

sur les f; et E;). La somme (resp. le produit) de deux fonctions simples est une fonction simple.
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Proposition 2. Soit f : E — R une fonction mesurable positive. Alors il existe une suite de fonc-
tions simples positives (f,,) telle que f, < f,+1 et

(1) flx) = nl—i>I-il:loofn(X) VxeE.

Démonstration.
—ldée : c’est la version dans RY des fonctions étagées, ) ailg,.
Pour n € N on définit
n si f(x)=n,

fn)=9 j j j+1

. . n
2_” Slz—nSf(X)<2—n ]—0,1,...,7’12 -1
Par construction on a bien f; < f;,+1. Comme f est mesurable, les ensembles
L It )
{er. isf<s } ji=0,1,...,n2" -1,

et 'ensemble {x € E; f(x) = n} sont mesurables et disjoints. Ainsi f;, est une fonction simple.
Soit x un élément de E. Si f(x) € R alors soit ng dans N tel que ny = f(x). Par construction de
fn on a alors

1
0<f(x)—falx) < o Vn = ny.
Si f(x) = +o0 alors f(x) = n pour tout n dans N. Finalement dans les deux cas on a bien (1). [

Une fonction f de E dans R se décompose en

_ 1 1
) f=f-r, f+=5(|f|+f) et f =§(|f|—f).
On obtient alors aisément le corollaire suivant,

Corollaire 3. Soit f : E — R une fonction mesurable. Alors il existe une suite de fonctions simples
(fn) telle que f(x) =lim,_ ; fn(x) pour tout x dans E et | f,,(x)| < |f(x)| pour tout x € E.

1.2. Théoreme d’Egorov et de Lusin.

Théoréme 4 (Egorov, version R mesure de Lebesgue). Soit (f,,) une suite de fonctions mesu-
rables définies sur E 4 valeurs dans R. Supposons de plus que E soit de mesure finie, que la suite
(fn) converge presque partout dans E vers f et que f soit finie presque partout. Alors pour tout
n >0 il existe un fermé E., tel que Ec; < E

M(ENEc ;) <1
fn— f uniformément dans E_ ;.

Démonstration.
—I|dée : technique.
oy 1
Posons E,;, , = ﬂ {x € E;|fj(x) - f(x)| < =}, qui est mesurable. Comme f, converge vers f
P m
]—n

presque partout dans E et que f est finie presque partout dans E on a u(E) = limy—o U(Em,n)-
Fixons 1 > 0. Pour tout m = 1, soit n,, tel que

WEN Epyn, ) < zim

oo [e.°]

Posons E, = ﬂ Epm,n,, qui est mesurable et vérifie u(E\ Ep) < Z M(EN\ Ep p,,) < 1. Sur Ej la
m=1 m=1

convergence est uniforme. En effet, soit € > 0 et soit m tel que me = 1. Alors E; < Ej, ,, d'ou

| fn(x) = f(x)] <1/m < € pour tout x € E; et tout n = nyy,.
Dans le cas de le mesure de Lebesgue, comme E;, c E est de mesure fini, il existe E, ; fermé tel
que E., c Ey et u(Ee \ Ec ;) <n. D’ol le résultat. U

Remarque 5. Si E n'est pas de mesure finie, le résultat n’est pas vrai en général.
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Définition 6. Une fonction f de E dans R est quasi-continue si pour tout £ > 0 il existe un en-
semble fermé E. . c E tel que

3) MENE;) <¢e etlarestriction de f a E.. est continue.

Théoréme 7 (Lusin). Soit E un mesurable borné de R". Une fonction f de E dans R est mesu-
rable si et seulement si elle est quasi-continue.

Commencons par les fonctions simples.
Proposition 8. Une fonction simple définie sur un mesurable borné E de R" est quasi-continue.

Démonstration.
—Idée : les ouverts et les fermés engendrent les Lebesgue-mesurables et une fonction continue sur
une union de fermés deux a deux disjoints est continue.
Soit f une fonction simple et soient fi,..., f, les différentes valeurs prises par f. Comme les
ensembles E; = {x € E,; f(x) = f;} sont mesurables, pour ¢ > 0 fixé, soit E.; c E; tel que

&
WENE)<—, i=12..,n.

n
Posons E; = U E. ; vérifiant u(E\ E. ;) < €. Les ensembles E.; étant fermés, bornés et disjoints
i=1
sont a distance strictement positive. Ainsi f étant constante sur chacun d’eux, f est continue sur
EC E- D

»

Preuve du théoréme de Lusin : condition nécessaire.

—Idée : on combine le théoreme d’Egorov avec une suite de fonctions simples qui sont quasi-
continues. A un détail technique prés on obtient convergence uniforme d’une suite de fonctions
continue sur un ensemble E,.

Supposons que f = 0. D’apres la proposition 2 soit (f;),>1 une suite de fonctions simples
convergente simplement vers f dans E. Comme chaque fonction simple est quasi-continue, pour
€ >0 fixé, soit un ensemble fermé E. ,  E tel que

1
WENE: ) < zn_+1£’

et la restriction de f}, a E , soit continue. Par le théoreme d’Egorov soit 'ensemble fermé E. o c E
tel que

1
UENE;) < 56 et f, converge uniformément vers f dans E .

Posons
(o0}
Efx': rW-Ean
n=0
ensemble fermé vérifiant

W(E\Ege) = u(E\ N Ec,n) = ,u(U (E\Ec,n)) <) WE\E.,) <e.
n=0

n=0 n=0
Comme les fonctions f;, sont continues sur E, . et convergent vers f uniformément dans E., on
en déduit que f est continue sur E .
Si f n'est pas de signe constant la décomposition (2) permet d’écrire f comme la différence
de deux fonctions quasi-continues, qui est donc quasi-continue. ([

Preuve du théoreme de Lusin : condition suffisante. Soit f une fonction quasi-continue sur E. Soit
€ > 0 fixé et soit E, . satisfaisant (3). Montrons que G = {x € E; f(x) = ¢} est mesurable. Ecrivons
que
G=(GNE;)U(GN(E\Ecz)).
La restriction de f sur E.. étant continue, I'ensemble Gn E; . est fermé (donc mesurable). De
plus on a
HiI(GN(E\Ece)) = p(ENEce) < ¢,
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ol u; désigne la mesure extérieure. Finalement par construction de la mesure de Lebesgue, I'en-
semble G est mesurable. U

Remarque 9. Dans [4] on peut trouver la version suivante du théoréme de Lusin : 3g continue a
support compact dans E tel que p{x € E : f(x) # g(x)} < € et supglg| < supg|f(x)|. Pour obtenir
ce résultat il est nécessaire d’utiliser le lemme d’Urysohn. A partir du théoréme 7 donné ici on
peut aussi démontrer la version de [4] a I'aide du théoréeme de prolongement de Tietze qui est
une conséquence du lemme d’Urysohn.

1.3. Continuité absolue de I'intégrale.

Théoréeme 10 (continuité absolue de I'intégrale, Vitali). Soit E un mesurable et soit f une fonc-
tion de E dans R intégrable. Alors pour tout € > 0 il existe 6 > 0 tel que pour tout ensemble
mesurable A c E de mesure inférieure ou égale a 4 on a

f | fldu<e.
A
Démonstration.

—ldée : évident si | f| bornée et il est facile de trouver une fonction bornée | f;;| < | f| telle que ||| ;|-
|f1llz1 < €. Une autre facon de procéder est la contradiction : on construit 1,4, f tel que p(A,) — 0
et [ A, |fldu =gy >0, ce qui contredit le théoréeme de convergence dominée de Lebesgue.

Supposons f = 0. Pour n =1 définissons la fonction f;, par

fx) sifx)sn,

n si f(x)=n.

fu(x) = {

La suite de fonction f;, est croissante et on a

ff,,d,usffdu et lim ffnd,u=ffdy.
E E n—+oo Jg E

Soit € > 0 fixé et soit n(e) tel que

1
f Fredp> f fdp-~e.
E E 2

Posons § = €/(2n(¢g)). Alors pour tout mesurable A c E avec u(A) <6 on a

1 1
f fdu Sf fn(g)dp+f (frne—Hdu+-esnEud) +-e<e.

A A E\A 2 2
0
1.4. Théoreme d’Ascoli-Arzela. Soit E un ouvert de RY. Une suite de fonctions (f,,) définies de

E dans R est dite uniformément bornée s’il existe M > 0 tel que
suplfal=M, VneN.
E

La suite (f;) est dite équi-continue dans E s'il existe une fonction continue croissante w : R* —
R* tel que w(0) = 0 et pour tout x, y dans E,

[fn(xX) = fuN<w(x-yl), VneN.

Cette derniére propriété revient a dire que les constantes d'uniforme continuité sont indépen-
dantes de n.

Théoreme 11 (Ascoli). Soit f,, une suite de fonctions uniformément bornée et équicontinue dans
E. Alors il existe une sous-suite (f,y) et une fonction continue f : E— R telles que

4) fw(x)— f(x) Vx€eE;

®) IfO-fMI<wlx-y) VxyeE;
(6) fw — f uniformément sur tout compact K c E.
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Remarque 12. Nous donnons ici la version RY. Il faut savoir que ce théoréme s’étend dans un
cadre topologique plus général.

Démonstration.

—Idée : la séparabilité de RY et le fait que la suite soit uniformément bornée permettent de définir
par le procédé de la diagonale une sous-suite qui converge sur un ensemble dense. L'équiconti-
nuité nous permet alors de montrer que cette limite existe sur E tout entier.

Considérons @N N E qui est dense dans E. Pour x; € QN N E, la suite de réels f;(x;) est bornée.
Nous pouvons alors extraire une sous-suite fnyl(xl) qui converge vers un réel noté f(xi).

Pour x, € QN N E la suite réelle fn (x2) est bornée : il existe alors une sous-suite f,,(x2) telle
que fnL2 (x2) converge vers f(xp).

A l'aide d’extractions successives de sous-suites on obtient pour tout m € N une sous-suite

fl’l]_m’m (x]) - f(x])

On utilise alors le procédé de la diagonale qui consiste a choisir comme sous-suite f,y = fj,
On a alors pour tout m e N

fn’ (Xm) — f(xm)

Nous avons défini une fonction f sur QN E, il nous reste a 'étendre sur E. Soit x € E\ Q" . Soit
£ > 0 et par densité soit x; € QN N E tel que |x — x;| < £. Par la propriété d’équi-continuité nous
avons

|fn’(x) _fm’(x)| = |fn’(x) _fn’(xl)| + |fm’(x) _fm’(xl)| + |fn’(xl) _fm’(xl)|
<2w(&) + | fr (x1) = frr (XD

La suite f;y(x;) étant convergente, elle est de Cauchy. Comme w(0) = 0 et w continue on obtient
que la suite f7(x) est de Cauchy. On note alors f(x) cette limite et (4) est démontré. Par passage
a la limite la propriété (5) subsiste pour la fonction f.

Montrons la propriété (6). Soit K un compact de E et soit € > 0. La collection des boules B(x, €),
x € E, recouvre K. Comme K est compact soient xi,..., Xx € E tels que la famille (B(x},€))1<j<k
soit un sous-recouvrement fini de K. Choisissons un indice m(k) tel que pour tout 1 < j < k et
pour tout n’ = m(k) on a

[f(xj) = f(x))| <e.

Si x est un élément de K, x appartient a une boule B(x;,¢) ce qui donne pour tout n' =m(k)

[ frr () = FOOI = 1 frr () = frr X1+ | frr () = FepI+ 1 f () = fxp)]

<e+2w(e).

A une bonne rédaction pres la suite f,, converge uniformément sur K. ([

1.5. Weierstrass. En premiere lecture il est conseillé de passer directement au théoréme de Weiers-
trass en supposant que f est une fonction continue a support compact dans E (ouvert borné de
R™) plutét que uniformément continue dans E. En effet comme la preuve utilise la convolution
il est nécessaire d’étendre f a tout R”, chose évidente quand f est a support compact dans E (0
en dehors de E) mais nettement moins évidente dans le cas général.

Avant de démontrer le théoreme de Weierstrass, intéressons nous au module de continuité
et au fait que si f est définie et uniformément continue sur un ouvert borné E alors on peut
prolonger f en dehors de E sur tout R” en une fonction g ayant le méme module concave de
continuité.
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1.5.1. Module de continuité - extension d'une fonction. Soit f une fonction définie continue sur
E cR" a valeurs dans R et de module de continuité
@) wr(s)=  sup  [f()-f(I, s>0.

[x-yl<s,x,y€E
La fonction s — w r(s) est positive, croissante dans [0, +oo[ — elle se prolonge en 0. Nous suppo-
serons aussi que wy(-) est dominée sur [0,00[ par une fonction affine croissante, I(-), i.e. il existe
a,beR; tel que

(8) wf(s)<as+b pour tout s € [0,00]

Un exercice classique consiste a démontrer que f est uniformément continue sur E si et seule-
ment si wr(s) — 0 quand s — 0. Nous appelons la fonction s — ¢ (s) le module concave de conti-
nuité de f, i.e. la plus petite fonction concave définie sur [0,00[ dont le graphe est au dessus de
celui de wy¢. Une telle fonction existe des que nous avons supposé (8) et se construit par

9) cr(s) = inf{l(s) : [ est affineet [ = wy sur [0,00[}.
Clairement de ces définitions découle

(10) o(lx=yD-1f(y) - fx)=f(x) pourtoutx, ydans E.

Une autre facon de construire un module concave de continuité est de faire I’exercice suivant
(honteusement repris des feuilles d’exercices d’Analyse Fonctionnelle de O. Alvarez).

Exercice 13 (module de continuité d’'une fonction uniformément continue). Soit f une fonction
a valeurs réelles uniformément continue sur un ouvert borné E de R". Alors il existe une fonction
¢ : Ry — Ry continue, avec ¢y (0) = 0, croissante, concave, sous-additive (cr(r+s)=cp(r)+cp(s)
pour tout (r, s) € R;), vérifiant

f)-fWIscr(lx-yl), (x,y)€ExE.

La fonction ¢y est un module concave de continuité de f. Il n’y a pas unicité sauf si on choisit le
plus petit, voir (9)

Démonstration. Montrons tout d’abord que pour tout € > 0 il existe une constante C, > 0 telle que
pour tout (x,y) € ExE, |f(x)— f(y)| < €+ C¢|x — y|. La fonction f étant uniformément continue,
soit 7 > 0 tel que si |[x—y| <n et (x,y) € ExE alors |f(x) — f(y)| < €. Ajoutons que comme [
est définie sur un borné et uniformément continue alors f est nécessairement bornée sur E. La
constante C, = 2supg| f|/n convient (il suffit de distinguer le cas |x— y| <n — uniforme continuité
—etlecas|x—yl=mn).

Posons

(11) cy(r) = inf{e + Cer}.
>0

et montrons que cette fonction convient. Clairement ol (0)=0.
Montrons que cr est concave. Soient (r1,12) € Ri et A €[0,1]. Pour tout € > 0 et par définition
de Cf Nous avons

e+Ce(Ar1+ 1 =)r2) = Me+Cer)) + 1= A) e+ Cera) = Acp(r) + (1= Ay (r2),
ce qui donne alors
cr(Ari+ @ =Ar2) = Acp(r) + (1 - A)cp(r)

et donc la concavité de la fonction cy.

La sous-additivité de cr découle de la concavité de cr et du fait que cr(0) = 0. En effet, si
(r,s) € [RZ%r avec 0 < s < r, en exprimant r comme barycentre de s et s+ r et s comme barycentre
de 0 et r + s, nous obtenons

r—s s s r
r=——-»(@s+r)+-=s5, s=——s+——0
r r
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et la convexité entraine
()>_r—s (+)+s (s) (8)= > (s+1)
cr(r) = cr(s+r)+—cr(s) cr(s)=——cr(s+71),
f r f r ! ! s+r f

d’ou
S+

cf(s)+cf(r)2¥cf(s+ r)+ cf(s+ r)=cf(s+ r).

+r
La fonction cr est bien sous-additive.

La croissance vient simplement de I'inégalité suivante; a € > 0 fixé si 0 < s < r alors
e+ Ces<e+Cer.
La concavité (voir la partie convexité dans tout livre d’analyse de 2éme ou 3eéme année) entraine

la continuité sur ]0,oc0[. Il suffit de regarder en 0 pour s’apercevoir que cy est continue en 0. [

Remarque 14. Si une fonction ¢ est convexe alors pour tout a, la fonction x — (@(x) —¢(a))/(x—
a) est croissante (c’est équivalent).

Théoreme 15. Soit f une application uniformément continue sur E un ouvert de R" avec un mo-
dule de continuité vérifiant (8). Alors il existe une fonction continue f définie sur R"” coincidant
avec f sur E, telle que f et f ont le méme module concave de continuité cy et

supf=supf inff=inff.

R £ R E
Remarque 16. Il existe d’autres théorémes de prolongement comme le théoréme de Tietze. Le
théme des « théoremes de prolongement » est un vaste sujet. ..

Démonstration. Pour tout x € R", posons
g(x)=infy e E{f(y) +cr(x—yD}.
Lextension demandée est alors 3
f(x) = min{g(x); sup | f1}.
Si x€ E, par (10) ’

W +cerlx—yD =z fX)+crlx—y) = 1f(0) - fNI= fx)
pour tout y dans E. On en déduit que g = f dans E. Ensuite, pour tout x € R” et tout y dans E,

i%ff+ infcf(lx— yh=sgx)sfy)+ crlx—yb.
Cette inégalité implique donc
infg=inff et supf=supf.
[RVL E [Rn E

Pour prouver que f et f ont le méme module concave de continuité, il suffit de démontrer que g
et f ont le méme module concave de continuité. Soient x; et x, dans R” et € > 0. Il existe y dans
E tel que

gx1)) = f(y) +crllxi—yl)—e.
Ainsi pour un tel y dans E,
8x1) —glx2) = crllx1 —yD—crllxa—yl) —e.
Si|x2 =yl = lx1 — x2l,
8x1) —gx2) =z —cr(lx1 —x20) — €
et sinon
lx1 = yI>1x2 — yl = %1 — X2/ > 0.

Comme la fonction s+— cy(s) est concave, la fonction s — —c¢(s) est convexe et par la remarque
14

crllxy —yD—cr(0) . crlxr —yl+lxz —x1D) —cp(lx1 — x20) - crllxz—yD —cpllxy — x2l)

|x1 =yl B [x1 = Yl + 122 — %11 = [x1 — X2 B |x1 =yl
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Comme c7(0) =0 on en déduit que
crlxy —yDl—crllx2 —yD) = —cp(lx1 — x2).
Ainsi dans tous les cas on a démontré que
8(x1) — g(x2) = —cr(lx1 — x2]) — €.
En inter-changeant les roles de x; et xp et sachant que € > 0 est arbitrairement petit on obtient

que
|g(x1) — g(x2)| = cp(lx1 — x20).

1.5.2. Weierstrass.

Théoréme 17 (Weierstrass). Soit f une fonction a valeurs réelles uniformément continue définie
dans un ouvert borné E c R". Alors il existe une suite de polynéme (Pj) jen telle que

sup|f —Pjl— 0 quand j tend vers I'infini.
E

Démonstration. Par le théoréme précédent nous pouvons toujours considérer f comme définie
sur tout R" et avec un module de continuité w¢. A une translation et une homothétie prés nous
pouvons supposer que E est inclus dans l'intérieur du cube unité 2 centré a I'origine de R” et
dont les faces sont paralleles aux coordonnées plan (2 =] —1/2,1/2[").

Pour x e R"” et § > 0, soit 25(x) le n-cube de coté 26 centré en x et congruent a 2. Pour j e N*
définissons

1 7 . 1 .
pj)=— [la-x, aj=f (1-*/dt.

La famille p; est une famille de polynome (a plusieurs indéterminées) et p; est de degré 2jn et
satisfait

f pj(x—y)dy=f pjydy=1
2,(x) 2

pour tout j dans N et tout x dans R”. La suite de polyndmes qui converge vers f est basée sur la
convolution :

(12) Pj(x)Zfo(J’)Pj(x—J’)dJ’-

Par rapport a ce qui a été vu en T.D. pour la régularisation par convolution (voir aussi le polycopié
sur les LP) les fonctions polynomes p; ont
— l'avantage d’étre des polynémes
- le désavantage de ne pas étre a support compact mais tout de méme a décroissance trés
rapide (voir Figure 1)
- l'avantage de faire de P; = f * p; un polynome
Les P; sont appelés les polynomes de Stieltjes relativement a f. Pour x dans E, continuons

P - ()= fg FOIpjx-ydy- fg TP pay.

Soit § > 0 suffisamment petit tel que 25(x) c 2. Alors

1P (x) - f ()] sf £ (0 - FDIp;x—y)dy+ |f FWpj-ydy|
) 2\25(x)

95 (x

+’f f(x)pj(x—y)dy|
21 (x)\25(x)

swf(\/ﬁ6)+sup|f|f pj(x—y)dy+supl|f] pjx—ydy.
E 2\25(x) E 21 (0\L25(x)

Pour majorer les deux derniéres intégrales, il suffit de remarquer pour y ¢ 25(x),

pjlx—y) < a]_."(l —8%)Jn,
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(©) p1o

FI1G. 1: Trois polyndmes en dimension 2 : p», ps et pio

De plus, par la définition de «aj,

1 2
af]‘ZZf (1—t2)dt:j?.
0

Nous en déduisons alors que
j+1\n i
sup|f — Pjl < ws(v/nd) +2sup|f|(]—) (1 —62)]",
E E 2
ce qui, a une bonne rédaction pres, permet de conclure la preuve. O

Corollaire 18. Soit f une fonction a valeurs réelles définie sur E un ensemble compact de R".
Alors il existe une suite de polynémes convergent uniformément vers f sur E.

Corollaire 19. Soit E un ensemble compact de R". Alors I'espace des fonctions continues sur E
muni de la norme de la convergence uniforme est séparable.
2. LP(E)
Notons désormais dx la mesure de Lebesgue dans RY.

Théoréme 20. Soit f dans LP(E) (1 < p < +o00). Alors Ve > 0 il existe ¢ fonction simple dans L” (E)
telle que || f —ll1r <€.
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Démonstration.
—ldée : c’est le théoréme de convergence dominée de Lebesgue appliquée a nos fonctions simples

de la proposition 2 qui ont la bonne propriété d’étre dominées par |f|.

Comme on peut décomposer f en f = f* — f~, on peut toujours supposer que f = 0. Comme
f est mesurable, il existe une suite ¢, de fonctions simples positives (par construction) telle que
On < QPn+1 et @p(x) — f(x) pour tout x € E.

Si 1< p < +oo, la suite (f — ;)P converge vers zéro presque partout dans E et est dominée
par la fonction intégrable f”. Ainsi, par le théoréeme de convergence dominée de Lebesgue, on a
If = @nllLr — 0.

Si p = oo, par construction des fonctions simples ¢, on a

1
'LL({XE E; f(X) _(Pn(x) > z_n”f”oo}) =0,
ce qui entraine || f — ¢ nlloo <271 flloo- O

2.1. LP(E) séparable pour 1 < p < +oo.

Théoréme 21. Soit E c RN un mesurable. Alors LP (E) pour 1 < p < +co est séparable, i.e. contient
un ensemble dénombrable dense.

Démonstration.
—Ildée : technique, long a rédiger...
Si{Q1,Qy,...} désignent 'ensemble dénombrables des pavés de RY delaforme Q = Hf.\i Jak, bl
avec ay, by dans Q, on définit

n
Sn:{(p;E'—»R;q):ZfiﬂQmE avecf,-e@}

i=1

O

Chaque ensemble S;, est dénombrable, donc S = Ul’.l:1 S, est dénombrable. Ensuite, ..., on
démontre que cet ensemble est dense dans LP(E).

Remarque 22. Si on suppose de plus que E est un ouvert, alors le “Ensuite, ...” est beaucoup

moins compliqué. En effet on utilise le fait que les fonctions continues a support compact sont
denses dans L”(E) et pour une fonction continue a support compact (donc uniformément conti-
nue) il est plus aisé de voir que 'on peut I'approcher (dans L”) par une fonction du type S... (les
pavés {Q,...} de diametre < § fixé forment une base dénombrable d’ouverts,..., soit fj continue
a support compact dans E proche a € > 0 prés :w de f dans LP(E), soit § la constante d'uniforme
continuité de fi pour &/u(supp(f1)), soit la collection d’ouverts disjoints type pavé rationnelle
de diametre plus petit que é recouvrant E, supp(f;) compact donc extraction d'une famille finie,
d’ot1 une fonction simple f, approchant fj,...

Remarque 23. L™ n'est pas séparable. Il suffit de regarder la famille 11,1, x € RN et r e R
(B(x,r) désigne la boule de centre x et de rayon r dans RY).

2.2. Convergence faible.

Définition 24. Soient 1 < p, g < +oco conjugués (i.e. 1/p+1/q =1). Une suite de fonctions (f;,) de
LP(E) converge faiblement vers f dans LP(E) si

lim ffngdx:ffgdx pour tout g € LY(E).
E E

n—-+oo

Remarque 25 (convergence forte et convergence faible). Pour distinguer la convergence en norme
dans L” de la convergence faible dans L”, la convergence en norme dans L”, i.e. | f, — fllz» — 0,
est aussi appelée convergence forte dans LP. 1l est évident que convergence forte entraine conver-
gence faible.
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Remarque 26. (exercice) Pour n = 1, soit f;,, définie par f,(x) =vnsi0O<x<1/net f,(x) =0 si
1/n < x < 1. Alors la suite (f,,) converge faiblement vers 0 dans L?(]0,1[) (indication : utiliser par
exemple I'absolue continuité de l'intégrale) alors que f]o,l[ f2dx = 1. Ainsi (f,) ne converge pas
fortement vers 0 dans L2.

La proposition suivante énonce une relation entre lim || /|, et || f1l .

Proposition 27. Soit 1 < p < co et soit (f,;) une suite convergente faiblement vers f dans LP (E).

Alors

(13) Ifllzrey = Lm | fullzr .
n—+oo

Démonstration.

—ldée : c’est I'inégalité de Holder.
Si g désigne le conjugué de p (1/p+1/g = 1) alors la fonction g = |f|P/9signf appartient a
L9(E). Ainsi par définition de la convergence faible de la suite f;, on a

lim Lfngdx:Lfgdx:||f||€p(E)

n—+oo

Linégalité de Holder nous donne

/
fEfngdx <l fullrliglLae = ||fn||LP(E)||f||Lpp?E)-
On en déduit alors que
. /
Um | full e 117 (e = 117, 5,
n—+oo
d’ou le résultat. U

Que faut-il ajouter a la convergence faible pour avoir convergence forte? Pour 1 < p<oos’il y
a convergence faible et convergence de la norme alors on a convergence forte.

Proposition 28. Soit 1 < p < oo et soit () une suite convergente faiblement vers f dans LP (E).
Si de plus on a

rP—I»Iolo | fullerey = 1 f e gy,

alors f,, converge fortement vers f dans LP(E), i.e. || f — fullr5) — 0.

Remarque 29. Pour p = oo, le résulat est faux, en général, comme peut le montrer le contre-
exemple suivant : la suite de fonctions f;, définies sur ]0,1[ valant 0 sur ]0,1/n[ et 1 sur ]1/n,1[
converge faiblement vers 1, || f;llo = 1 mais aussi || f, — 1lloo = 1.

Pour p =1, nous avons aussi le contre-exemple suivant : la suite de fonctions (f},) avec f;,(x) =
4 +sinnx, x €]0,2n[ converge faiblement vers 4 dans L1(10,1]) (c’est un exercice), || falll — 1411
alors que || f;; — 4l =4 pour tout n = 1.

Démonstration tres partielle. Démontrons le cas p = 2. Il suffit de constater que

f(f—fn)zdx:f fzdx—zf ff,,dx+f f,fdx—»f fzdx—zf ffdx+f fPdx=0,
E E E E E E E
ol on a utilisé d'une part la convergence faible et d’autre part la convergence de la norme. [

2.3. Continuité de la translation dans L”(E), 1 < p < co.

Définition 30. Si f € LP(E) et h € RN on définit T}, f la translation de f par
f(x+h) six+hekE,

Thf(X):{ six+heRV\E.

Clairement T}, définit une application de LP(E) dans L”(E). La proposition suivante énonce
que cet opérateur est continu pour 1 < p < +oo.
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Proposition 31. Soit E un mesurable de RN et soit f un élément de L”(E) pour 1 < p < co. Pour
tout € > 0 il existe 6 = 6 () tel que
(14) sup | Thf = fllirp) < e.
|h|<b
Démonstration.

—I|dée : facile si f est uniformément continue. Si E borné f est quasi-continue sur E. (aussi proche
que l'on veut de E) par le théoreme 7 et sur E\ E; la continuité absolue de I'intégrale donne
une contribution négligeable. La question technique est que f et sa translatée T}, f seront conti-
nues toutes les deux sur I'intersection de E. et du translaté de E;, mais est-ce un ensemble qui
approche autant que I'on veut E?

Supposons dans un premier temps que E est borné, i.e. contenu dans une boule Br centré
a lorigine et de rayon R > 0 suffisamment grand. Quitte a étendre f par 0 en E\ Br on peut
supposer que E = Bg. Pour un ensemble & c E et un vecteur 7 € RN posons

E-n={xeRY;x+neé&}.

Pour ¢ > 0 fixé soit 6, la constante donnée par le théoreme de Vitali pour la continuité absolue
de l'intégrale pour laquelle on a

1
Pdx < el
[ 1rras= e
des que & c E est un mesurable de mesure inférieure a §,. Comme la mesure de Lebesgue est
invariante par translation si y(&) <6 pona

p((&-mNE)<6bp,

et on en déduit que

fngnf—ﬂdeS zp—l{L|f|de+f(g_

Rappelons que le théoreme de Lusin nous informe que f (mesurable) est quasi-continue. En
conséquence, si on pose

eP
|f|de} <=
mMNE 2

o
o=—2>"__
2+ w(E)
il existe un fermé E; c E tel que u(E\ E;) < o et tel que f soit uniformément continue dans E;.
Donc il existe 6, > 0 tel que

| Thf(x)— fx)IP < e”  pour tout vecteur |h| < §, (et si x et x+ h appartiennent a E;).

2u(E)

Ainsi si |h| <d, on a
1
f |Thf - fIPdx < =€P.
E,n(Eg—h) 2
Pour tout vecteur 1 de longueur || < o, par simple calcul,
HEN(Eg—m) = p(E+mM\ Eg) = W(E\Eg) + u(E+ M\ E) = 0 + o u(E).
On en déduit alors que
H(E\[Es 0 (Bo = 0)]) < p(E\ Eo) + W(E\ (Ey —m) < 02+ p(B) = 6

Si h est un vecteur de RY tel que |h| <6 =min(o,64), nous avons 'estimation suivante

fIThf—flpdef IThf—flpdx+f | Thf — f1Pdx
E Esn(Es—h) E\[EgN(Eq—m)]

1
Sf |Thf - fIPdx+ =€l <é€P,
EyN(Eq—h) 2

ce qui conclut le cas E borné.
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Si E n'est pas borné, pour ¢ > 0 fixé, il existe R suffisamment grand tel que pour tout |h| <1,

1
f |Thf—f|pdx52pf IfIPdx < —¢€P.
En{|x|>2R} 2p

En{lx|>R}

Pour un tel R fixé, il existe alors (c’est le cas borné), 6 =6 (¢) tel que

1
sup I Tnf = fllrEngxi<2r) < Z€.
|hl<6 2

On en déduit alors que

sup I Tnf — fllzre) < sup | Thf = fllrengxi<ery + 21l e Engx>R) < €-
|hl<6 |h|<6

Remarque 32. La proposition est fausse pour p = co. Chercher un contre-exemple.
O

2.4. Approximation des fonctions de L” par des fonctions réguliéres. Soit E un ouvert de R".
On rappelle que le support d'une fonction continue est défini par supp(f) = {f(x) # 0}. Une fonc-
tion f définie de E dans R est a support compact si son support supp(f) est un compact inclus
dans E.

Une fonction mesurable f : RY — R est dans Lf:) C(RN ) si f € LP(E) pour tout ensemble E mesu-
rable borné inclus dans RY. Une fonction de LP (E) peut étre vue comme une fonction de L” (RV)
en prolongeant simplement f par 0 dans R\ E. Dans ce sens une fonction de L”(E) est dans
sz) C(IRN ) mais la réciproque est fausse en général.

Si E est un Lebesgue-mesurable de RN et f € LP (E) on peut toujours supposer que E est ouvert
par une extension similaire.

Rappelons la définition de p de RN dans R*

1 .
exp(m) si x| <1,

0 silx|=1,

plx) =

ou k > 0 est choisi de fagon a avoir | pll 1 g~y = 1. Pour £ > 0 on définit alors la suite régularisante
X

1
pe() = —5p(2)-

Les fonctions p et p, sont dans cg(‘)’o(RN ) et de plus
prgdx =1 etp:(x)=0 pour|x|>e.
R

Si f € L, _(RY) on définit la convolée de p, et de f par

(15) xH(pg*f)(x)=fRNpg(x—y)f(y)dy.

Comme p; est dans %gO(RN ), le produit de convolution p, * f est dans ‘ggo(RN ). On dit alors que
pe * f est une régularisation de f.

On remarque que dans (15) le domaine d’intégration est la boule centrée en x et de rayon &.
Comme f a été étendue en dehors de E par 0, (15) est parfaitement défini. Ajoutons enfin que si
supp(f) c E et est a une distance non nul de 6E alors

pe* f€€,°(E) des que € < dist(supp(f),0E).
La proposition suivante donne le comportement de la suite p. * f quand ¢ tend vers 0.
Proposition 33. Soit f un élément de LP (E) pour 1 < p <oo. Alors p. = f € LP(E) et
(16) loe * fllpwny < N fllpwyy (= 1 fllLrE))-
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La régularisation p. * f vérifie

(17 gl(l)llps*f—fllm(w) =0.

Si de plus f € €(E), alors

(18) pe * f converge uniformément vers f sur tout compact K C E.

Démonstration.
—Idée : pour (16) c’est Fubini, pour (17) on utilise la continuité de la translation dans L et pour
(18) c’est facile.
Par 'inégalité de Holder (g désigne le conjugué de p)
1/q
< U pe(x—y)dy) (f pg(x—y)lf(y)l”dy)
RN RN

1/p

lpe * f(X)| = URNpe(x—y)f(y)dy

1/p
S(LNpg(x—y)lf(y)l”dy) .
Ainsi on obtient
flp.g*fl’”de/ f pg(x—y)lf(y)l”dydx=f (/ pg(x—y)dx)lf(y)lpdy=f lfnIPdy,
RN RN JRN RN RN RN

ce qui donne (16) (en utilisant le théoréme de Fubini).
Pour établir (17) écrivons

lpe * f(x)— f(x)| =

[ pee-p(r - f)dy|= [ petmlfesm - fooidn
nl<e

1/p

1/q
S(LNPs(n)dﬂ) (fRNPg(ﬂ)|f(x+17)—f(x)|Pdn)

En élevant a la puissance p I'inégalité ci-dessus puis en intégrant sur RV par rapport a la variable
X on obtient

lpe* f = fllppwyy < sup 1 Ty f = fllppwyy-
|

nl<e

D’apres la continuité de la translation dans L” (RN) (voir propriété (14) de la proposition 31) on
en déduit alors (17). Pour démontrer la propriété (18), si K est compact inclus dans E alors pour
tout xe Kona

ng*f(x)—f(x)lzURNpg(x—y)(f(y)—f(x))dys sup  1f(x) = fl,

|[x—yl<e,xeK

d’ot1 le résultat. O

Proposition 34. Soit E un ouvert borné de RY. Alors I'espace %SO(E) est dense dans L” (E) pour
l1<=p<oo.

Démonstration. Soit € > 0 fixé et soit K, un sous-ensemble compact de E tel que (c’est I’absolue
continuité des fonctions intégrables)

1
| fIPdy < —¢€P.
fE\Kg [y 2p

Soit 26, = dist(K,,0E) et posons
f(x) pour xeK,

fg(x):{O pour x € E\ K.

Si 6 < &, les fonctions f5 = fz * ps ont un support compact dans E. Par la proposition 33 il existe
o, tel que

1
I fe = follr < € pour tout 5 <86,
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Ainsi pour de tel 6 on a finalement que

I f=follerey < W fe—fsllorey + 1 fllrek,) < €.
O

Remarque 35. Un autre schéma pour démontrer (34) en utilisant juste la propriété (18) (facile
a obtenir car ne nécessitant pas la continuité des translations dans L” (E)) est possible. Au préa-
lable il est nécessaire de démontrer que 6, (E) est dense dans LP (E) (E ouvert de RN). C’est assez
clair quand on dispose du théoréme de Lusin dans la version du [4] La preuve utilise le lemme
d’Urysohn (simple dans RY plus délicat dans un espace séparé localement compact) : si K com-
pact, V ouvert dans E (espace séparé localement compact) alors il existe f continue a support
compact dans E telle que f =1 dans K, f =0dans E\V et 0 < f < 1. On peut retrouver ce résul-
tat avec le théoreme de Lusin énoncé 7 et le théoreme de prolongement de Tietze (qui est une
conséquence du lemme d’'Urysohn).

2.5. Formes linéaires continues, cas L. Lespace L?(E) est un Hilbert muni du produit scalaire
(f-8 = [ fgdx. Cependant nous n'utiliserons pas (volontairement) cette structure hilbertienne.
Les méthodes employées ci-dessous permettent d'imaginer que des résultats du méme type sub-
sistent dans le cas L” (qui n'est pas un Hilbert si p # 2).

Proposition 36. I[%(E) est uniformément convexe dans le sens ol pour tout € > 0 il existe § >0
telqueVf,ge L[%(E) avec I fllz2ey = 18llr2s =1 et f — gllr2g) = € alors

f+g
2
Démonstration. 11 suffit d’utiliser I'identité du parallélogramme :

2
1f = 81525 + 1f + 81 To iy = 21 F 17 ) + 2118175 -

(19) l

”LZ(E) =< ]. _5

O

Remarque 37. Le fait que L? soit uniformément convexe entraine aussi beaucoup de propriétés,
voir votre cours d’analyse fonctionnelle.
Rappelons qu’'une forme linéaire & : L?(E) — R est continue si et seulement si

(20) VFeI*(E), 1F(OI<KIfllze,
et on note
F
(21) | Zl = sup 1Z DL = sup |Z ().

FEl2B), 1 flyzg#0 W N2B)  fer2®)1fl 20 =1

Proposition 38. Tout élément g de L%(E) définit une forme linéaire, Fg sur L%(E) par la formule

(22) .gfg(f):fEfgdx, VfeL*E).
De plus on a | Fg | = lIgll125)-

Démonstration. Lapplication est évidemment définie et linéaire. L'inégalité de Cauchy-Schwarz
nous donne la continuité. Si g # 0 p.p. dans E, pour obtenir la norme de &, on définit g* par

»_lglsign(g) _ g

- € L*(E).
Iglzey g2

(23)

O

La théoréme suivant énonce que toute forme linéaire continue sur L?(E) s'écrit sous la forme
(22), c’est le théoreme de représentation de Riesz. La démonstration dans des cas plus généraux
utilisent le théoreme de Radon-Nikodym (voir votre cours d’analyse fonctionnelle). Dans le cas
des espaces L? (et méme LP) il est possible de n'utiliser que les notions de licence en théorie de
la mesure et topologie.
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Théoréme 39. Soi & une forme linéaire continue dans L?(E). Alors il existe un unique élément
g € L*(E) tel que & soit égal a ¢ donné par la formule (22).

Pour démontrer ce théoréme nous utiliserons la proposition suivante

Proposition 40. Soient &, et &, deux formes linéaires continues dans L[%(E). Soit ge L[%(E) (non
nul) et soit g* défini par (23). Si & et &, vérifient

F1g) = 1F1 = F2(g") =1Fl =1
alors &1 = %».

Démonstration.
—ldée : c’est I'identité du parallélogramme ou I'uniforme convexité.
Supposons que &) # F». Soit f € L%(E) tel que F1(f) # F»(f) et posons
2 F .
we f : 1)+ Z(f)g*ELz(E).
F1(H)-F(f) F1(H)-F()

On vérifie que ) (w) =1 et F»(w)=—-1etde pluspour0<t<1

1+t=F@g +tw)<|chlllg" +twlg =18" + twl 2
1+t=% (g —tw) <llcfalllg” —twlzg = 18" — twl 2

Lidentité du parallélogramme nous donne

2

* 2 *
g™ + twllFe g + 18" — twliy,

2
2 2 2
<lg™ 12 + Plwl?, g

2 2
<1+ 2wl

1+0%=

()"

Finalement on obtient 2¢+1* < % w|?, ) SOit2+1=1] wlliz( £ C€ qui entraine une contradiction

en faisant tendre ¢ vers 0 sauf si || w| ;2(g) = 0. O

Démonstration du théoreme 39.
—Idée : construire un élément g dans L? tel que & et F ¢ coincident au sens le proposition précé-
dente.
On peut toujours supposer que ||F| = 1. Par définition (21) de ||| soit (f,;) une suite de
fonctions de L?(F) telle que

.
iz =1, 1F ()25, lim 1F ()l = 1.

En remplacant si nécessaire f; par — f;; on peut toujours supposer que & (f;) > 0 pour tout n € N.

Montrons, par contradiction, que f;, est une suite de Cauchy dans L?(E). En effet si f,, n'est
pas de Cauchy, soit € > 0 tel que || f, — finll = € pour une infinité d’'indices n et m. Par I'uniforme
convexité de L2(E) soit § > 0 tel que

pour ces mémes indices n et m. Lorsque ces indices n et m tendent vers l'infini (possible car il y
en a une infinité) on obtient

Zzhm{g(fm)"'g(fn)}:hmg(fn'i'fm) Sm”fn +fm||L2(E) =2(1-9),

ce qui entraine une contradiction.
Donc la suite (fy,) est de Cauchy dans L?(E) et notons f sa limite. Par construction on a
I fllz2g = 1. Posons

M” <1-6,
2
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Soit F¢ la forme linéaire associée a g par (22). Nous avons donc deux formes linéaires continues
telles que
F(g)=Fg(g) = 1Z =%l =1.

La proposition 40 entraine & = . (]

2.6. Formes linéaires continues, cas L”, 1 < p < +oo —incomplet-. Nous énongons les versions
analogues a la section précédente dans le cas L”. Si p # 2 nous perdons la structure hilbertienne,
mais nous conservons un espace uniformément convexe ce qui entraine des propriétés sur la
dualité dans LP.

Proposition 41. L7 (E) (1 < p < +00) est uniformément convexe dans le sens o1 pour tout € >0 il
existe >0 tel que V f,g € LP(E)(E) avec | flire) = Igllrrey =1 et f — gllLr (g = € alors

f+g
2
Pour démontrer ce résultat on peut par exemple utiliser les inégalités de Hanner ou les inéga-
lités de Clarkson dans L” (qui ne sont pas trés intuitives!)

(24) I ”Lp(E) <1-§6

Proposition 42 (inégalité de Hanner). Soit f et g dans LP(E) (1 < p < o). Alors (|| - ||, désigne
I~ llrE)

Lf+glp+1f=glh=<(fllp+1glp)” +1fl,—-lglyl” sip=2
Lf+gln+1f=glh=(flp+1glp)" +1flp—lglpl? sipell,2]
(If+glp+1f=glp)” +1f+8glp—1f—glpl? =2P(IfI,+1gly) sip=2

(If+glp+1f=glp)” +1f+glp—If—glplP <2P(IfI,+1gly) sipell,2]

Proposition 43 (inégalité de Clarkson). Soient 1< p,q < +oo avec q conjuguédep (1/p+1/q=
1). Soient f et g deux éléments de LP (E). Alors (|| - ||, désigne || - | 1r(r))

“f;rg”Z+Hf;g”ZS LG +1gls

(25) 2 sip=2,
26) (e Tt (R L L)
|5 1= (L iy
S8 8 (L e

Avec les inégalités de Clarkson il est aisé de démontrer que L”(E) est uniformément convexe
pour 1 < p < +oo.

Démonstration de la proposition 41. Soient f et g dans LP(E) satisfaisant

I fllzrey =18lrey=1 et |f—glrE =€>0.

Par I'inégalité de Clarkson on obtient

+g|P eP

“f £ <=l-— sip=2,
2 e 2p
+g49 e

”u <1-2 sipel,l.
2 e 24

En prenant la puissance 1/p (resp 1/q) et une inégalité sur les puissances on obtient le résultat
voulu. U
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Si g est le conjugué de p (1/p+1/g=1) le résultat principal est le théoréme de représentation
de Riesz qui identifie le dual de L” et L9.
Rappelons qu'une forme linéaire & : LP(E) — R est continue si et seulement si

29) VIeLP(B), 1F(N)<KIflw,
et on note
F
30) 1zl s 29w Eg

FeLP®,Iflpe#0 1 fILr@E  ferr@,iflpe=1
Proposition 44. Soient1 < p <+oo etl < g <oo le conjuguéde p (1/p+1/q=1). Tout élément g
de L9(E) définit une forme linéaire, %4 sur L”(E) par la formule

31) Fg(f) :fEfgdx, VfeLP(E).
De plus on a | Fgll = lIgllLa(E)-

Démonstration.
—ldée : inégalité de Holder.
L'application est évidemment définie et linéaire. L'inégalité de Holder nous donne la conti-
nuité. Si g # 0 p.p. dans E, pour obtenir la norme de %, on définit g* par

. _ |g19 sign(g)

(32) /
(P
Un simple calcul donne g* € LP(E) et F¢(g") = lIgllrax)- 0

La théoréme suivant énonce que toute forme linéaire continue sur L”(E) s’écrit sous la forme
(31) ou encore s'identifie avec un élément de L7(E), c’est le théoréme de représentation de Riesz.

Théoreme 45. Soient1 < p <+oo etl< g <oo le conjuguédep (1/p+1/q=1). Soit F une forme
linéaire continue dans L (E). Alors il existe un unique élément g € LY(E) tel que & soit égale a
¢ donnée par la formule (31).

Pour démontrer ce théoréeme nous utiliserons la proposition suivante

Proposition 46. Soient &, et %, deux formes linéaires continues dans L” (E). Soit g € LY(E) (non
nul) et soit g* défini par (32). Si &, et &, vérifient
F1g") =1F1 =F2(g") = 1F0 =1
alors &1 = %».
Démonstration.

—Ildée : on utilise les inégalités de Clarkson.
Supposons que & # %,. Soit f € LP(E) tel que & (f) # F2(f) et posons

W= 2f ~FAN) +F(f)
F1()-F(f) F(f)-F(f)
On vérifie que & (w) =1 et F»(w)=—-1etde pluspour0< <1

g e LP(E).

1+t=2(g" +tw) < lchlllg” +twlrm = 118" + twllrr @)
1+t=g - tw)<|challlg” - twlrr =1g" - twlr e
Si p = 2 I'inégalité de Clarkson (27) nous donne alors
Ig* + twlf, p + 18" = twl ) |77,
2
<lg* 17, + 7MWl ],

<1+t wlf, -

A+n9=
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De la méme facon si 1 < p <2, I'inégalité de Clarkson (26) nous donne

g™ + twlly, g + " = twll,
2
<Ig* 1}, + tNwl

p
LP(E)®

Dans le premier cas on obtient g+ o(t?) < t1| wIIZ,,(E) et dans le deuxieme, pt+ O(t?) < tP|| wllfp(E).

Finalement dans les deux cas faire tendre ¢ vers 0 donne une contradiction sauf si | w/|rr) = 0.
O

1+nP=

p
L7 (E)

<1+ P|w|

Démonstration du théoreme 45. La preuve est trés similaire a celle du cas L? en utilisant 'uni-
forme convexité de LP et la proposition 46. U

2.7. Extraction de sous-suite et convergence faible. Du point de vue de la convergence forte (ou
en norme) on ne peut rien dire d'une suite bornée dans L? (E) (voir par exemple la remarque 26).
Cependant du point de vue de la convergence faible on peut extraire une sous-suite convergente.

Proposition 47. Soit 1 < p < +oo. Soit (f,) une suite bornée dans L”(E), i.e. 3K > 0 tel que
| frllzrey < K pour tout n € N. Alors il existe une sous-suite (f,y) convergent faiblement dans
LP(E).

Démonstration.

—|dée : partant des formes linéaires dans L9 définies par g — [ f,g dx, la séparabilité de L7 per-
met de définir une “forme linéaire continue limite”, le théoréme de représentation de Riesz per-
met de I'identifier a un élément de LP.

Soit g le conjugué de p (1/p+1/q =1). Comme L9(E) est séparable soit (g,) une famille dé-
nombrable —de fonctions simples— dense dans L9(E). Pour tout gj soit

Fu(g) = | gifndx
qui vérifie par I'inégalité de Holder et par le fait que la suite (f;,) est bornée par K dans L”(E)

|Fn(g) = KIgjllLaE-

La suite réelle &, (g;) est donc bornée. On peut donc en extraire une sous-suite convergente,
noté &, 1(g1). De la méme facon, de la suite bornée de réels %, 1(g2) on extrait la suite %, 2(g2)
convergente. Ainsi de suite pour tout m € N nous pouvons sélectionner une suite (%, ) telle que

;;Erolog"’m(gj) existe Vj=1,2,...,m.

Le procédé de la diagonale nous permet alors d’extraire la suite &,y = &, , telle que pour toute
fonction g;

lim &, (g;) existe.

n'—oo

Par densité nous pouvons étendre cette limite pour tout élément dans L7(E). Soient g € L9(E) et
€ > 0. Par densité soit g; tel que ||g — g;jllLsr) < &. Comme la suite &,/ (g;) est de Cauchy, soit n,
tel que
vn',m'zne, |Fp(g)—Fm(gjl<e.
Nous avons alors, en rappelant que & et &, sont deux formes linéaires de norme inférieure a
K,
|F (&) — Fm (Q) = |Fw (8§ — | +|F iy (8 — 8 + | F (&) — Fw (8))]
<2Kllg—-gjllrap + €< 2K+ 1)e.
Finalement la suite réelle %,/ (g) est de Cauchy, donc converge. Posons

F(g)= lim Fy(g),
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ce qui définit une forme linéaire continue dans L9(E). D’apres le théoreme de représentation de
Riesz soit f € LP(E) tel que % (g) = [ fgdx, pour tout g € L7(E). En conclusion nous avons

lim f gfn/dx:f gfdx, VgelL(E),
n'—oo JE E

ou encore, la suite extraite (f;y) converge faiblement vers f dans L”(E). O
2.8. Critere de compacité forte dans L”. Pour démontrer que l'injection de H' dans L? est com-

pact nous avons besoin d'un résultat caractérisant les précompacts de L?. C’est I'objet du théo-
réeme suivant dans le cas L” (1 < p < o0).

Théoréme 48. Soit E un ouvert de RY et soit w c E. Soit # un sous ensemble borné de LP (E)
pour 1 < p <oo. Supposons que

(33) Ve >0, 36 >0, § <dist(w,RV\E) tel que
IThf - fllirew <€ VheRN avec |h<8 et VfeX.
Alors %), est relativement compact dans L? (w).

Démonstration.
—I|dée : par convolution on se raméne aux fonctions continues et au théoreme d’Ascoli-Arzela.
Soit € > 0 et § > 0 vérifiant (33). On prolonge si nécessaire f en dehors de E par zéro. Pour n
assez grand (n > 1/6) en reprenant la preuve du théoreme sur la convergence de la suite py/, * [
ona

lo1/n* f(X) = f(x)] = URNpun(x—y)(f(y)—f(x))dy

S/ P nMIf(x+n) - fx)|dn
Inl<l/n

1/p
SU p1/n(n)|f(x+n)—f(x)|’”dn) .
Inl<l/n

En élevant a la puissance p I'inégalité ci-dessus puis en intégrant sur w par rapport a la variable
X on obtient pour n>1/6

(34) lp1n* f= 7, Sfl

" pun(n)dnfIf(x+n)—f(x)|pdee”.
nl<l/n w

La famille A = (p1/, * £ )j», (0 désigne la fermeture de w) vérifie a n fixé,

01/ * f(x)| =

f p1n(x=yf(dy 5f p1rnMIfx+nldn < Cull fllLrw),
RN Inl<1/n

et si x+ h et x sont dans @
lp1/n* f(X+h) = p1/n* f(X)] SfRN|p1/n(X+h—y)—pun(X—y)l-If(y)ldy

< Thpe1/n— P1/nll Lawmy L f il Lr wry
<|hICulIVP1/nlloll fll @y < Cyll,

car py/, est une fonction au moins €' et oi1 la constante C,, dépend de n (ou py/,) et & .

La famille A/ (a n fixé) vérifie donc les hypotheéses du théoréeme d’Ascoli-Arzela, elle est relati-
vement compact dans % () et donc dans LP (w).

Nous pouvons conclure la preuve. Soit € > 0 et fixons 7 tel que n > 1/6 tel que

pour tout f € &, lpin*f— fllirw <e.

Comme la famille # est relativement compact dans L” (w) on peut recouvrir ## par un nombre
fini de boules de rayon ¢ dans L”(w), ce qui donne (¢;)1<i<m éléments de L”(w) tels que les
boules B(¢;,€), 1 < i < m recouvrent /. Montrons que B(¢p;,2¢), 1 <i < m recouvrent %|. Soit
f € X et soit @; tel que

le1n* f—@lrw <e.
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D’apres (34) et 'inégalité ci-dessus nous obtenons
1f = @il o) < If = p1n* fllrw +1p1m * f—@llrw < 2€,
d’ot1 le résultat. (]

On dit que 'ouvert w est fortement inclus dans E et on note w € E si ® c E et @ (la fermeture
dans RY) est compact. Un autre critere de compacité utile est le suivant

Proposition 49. Soit E un ouvert de RY. Soit # un sous ensemble borné de LP (E) pourl<p<
oo. Supposons que

Ve>0,Yo €E, 36>0, &<distiw,RV\E) tel que
(35)

IThf = fllLrw) <é& vheRN avec |h|<6 et Vfe X,
(36) Ve>0, Jwe€E telque |flirpw <€ YfeX.

Alors X est relativement compact dans L? (E).

Démonstration.
—I|dée : par (36) on contrble en dehors de w et par (35) et le théoreme précédent on aura relative—
compacité dans L” (w).
Soit € > 0 et w € E vérifiant la propriété (36). Louvert w vérifie la propriété (35) ce qui entrine
par application du théoréme 48 que 'ensemble %), %, est relativement compact dans L” (w). Il
existe donc un nombre fini de boules de rayon ¢ de L (w) recouvrant %), soit

K <UL Bl;,€), ¢;€LP(w).

11 suffit alors d’étendre chaque fonction ¢; dans E tout entier par

~ @i(x) sixeo,
‘p"(x)‘{o sixe E\o.
Clairement si on a ||f_(pi||LF’(w) < ¢ alors ”f_(pi”Ll’(E) < ||f—(ﬁj||Lp(w) + ”f”LF’(E\w) < 2¢. Les boules
B((p;,2¢) dans LP(E) recouvrent %. |
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