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Aucun document n’est autorisé. Il sera tenu compte de la précision des raisonnements, ainsi que de la
clarté de la présentation des calculs.

Probléeme I
Soit R% = {z = (z1,22) € R®, x2 > 0}. On fixe u € H'(R%). On pose
(1) u*(x1,2) = u(z1,22) sizg >0, u* (21, m2) = u(w1, —x2) siaxe <O0.

On veut montrer qu’on a (au sens des distributions)

ou* 0 . ou* 0 .
(2) a—zl(xl,xg) = a—xul(xl,xg) si xo > 0, a—zl(xl,xg) = a—xul(xl, —x9) sixa <0

et qu’il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout u € Hl(IRi), on a

ou* i
A lL2(r2) < C||8731HL2(\R3)~

3) |

1. Soit ¢ € C*(R) telle que
CH)=0 sit<1l, ((t)=1 sit>2.

On pose (i (t) = C(kt) pour k € IN*. Pour ¢ € D(IR?), on pose (1, x2) = p(z1,22)Ck(2).
a. Montrer que @), € D(R3) et que

(4) / u Cy a—(pd;vl dry = / uaﬂdxl dry = — &gokd:cl dxs.
‘Ri 83’:1 R2 85[)1 ‘Ri 8.1?1

b. Montrer qu’on peut passer a la limite pout & — oo dans (4) et que l'on a

/ uaidxl dry = 7/ %ga dry dzs.
R2 Oxq IRZ Ozq

2. Soit ¢ € D(R?).

a. Montrer que d’apres la définition (1) on a

/ u*a—@dxl dxo :/ u%dxl dxs,
R2 axl ‘Ri 81'1

ot 1 (z1,72) = (w1, 22) + (21, —72).
ou™

b. En utilisant I'étape 1, en déduire que la dérivée au sens des distributions 52— est donnée par (2).

c. Montrer qu’il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout u € Hl([Ri), on a (3).



Probléme II

On considere louvert Q =]0,1[%> (voir la figure 1). L’intégrale d'une fonction sur 9 est simplement

donnée par
1

1
fdo = /0 (F(@,0) + f(a,1)) de + /0 (F0.9) + F(Ly) dy.

On note que la continuité de la trace s’interpréte ici comme la continuité des applications suivantes de H*(£2)
dans L%(]0,1))

[219]

71 :u’_>u(07')7 IVZ:UHU’(UO)v 73:’[1,!—)11,(1,'), 74:u'_>u('71)'

On pose
H;er(Q) = {u € Hl(Q) ‘ U(,O) = u('7 1) pb-p., U(O, ) = u(17 ) pp}

1. Probléme variationnel
On fixe f € L?(©). On considere le probléme variationnel

trouver u € HJ,.(Q) tel que /(Vu, V) —|—/ uy = / fv  pour tout v € H. . (Q).
Q Q Q

a. Montrer que H} () est un sous-espace vectoriel fermé de H'(Q).
b. Montrer que le probleme variationnel admet une unique solution.

c. On suppose qu’il existe une fonction u € C2(Q) telle que
—Au+u= f dans Qv ’LL(,O) :U(',l), U(O,) :’Lb(l,-), uy(vo) :Uy(',].), uz(ov) :Uz(l,)

Montrer que u est solution du probleme variationnel.

d. En déduire la solution du probleme variationnel lorsque f = 1.

2. Espace fonctionnel approché

On pose h = 1/2 et on associe la triangulation de 2 donnée a la figure 2. On note W}, l'espace vectoriel
des fonctions continues sur € affines sur chaque triangle et (wi)1<i<o la base canonique de Wj. On pose
Vi =WprnN H;er(Q).

On définit

W) =w) +ws+wr +wy, Wr=ws+uws, W3=ws+ws Wi=uws
Dessiner les supports de wy, Wy, w3, wy sur quatre figures différentes.
Montrer que la famille (@;)1<;<4 est contenue dans Vj,.

a

b

c. Montrer que la famille (&;)1<i<4 est libre.

d. Montrer que la famille (@;)1<i<4 est une base de V.
e

Montrer que la fonction vy, (z,y) = |z — 3| est dans Vj,. Quelles sont ses coordonnées dans la base

(Wi)1<i<a ?

3. Probléme variationnel approché
On note A1, A2, A3 la base canonique associée au triangle de référence de la figure 3. On rappelle
Iexpression du vecteur m = ([, ;) et des matrices K = ( [,(VA;, V))). . et L= ([, XiAj)i;

0.
1 1
e (1 1 -1 -1 e (2101
m:€17 K:—%% o |, L:ﬂ121
1 -5 0 % 1 1 2
a. Calculer le vecteur ¢ = (fQ Wi)1<i<d-
b. Calculer la matrice A = ( [,(V@;, V@;)), i [On utilisera les figures de la question 2.a.]
c. Calculer la matrice B = ([, @i, )i ;-
d. Que représente le vecteur £ solution du systéme linéaire (A + B){ =¢ 7



