POLYNOMES
Dans toute la suite, K désigne le corps des réels, le corps des complexes ou un sous corps de C.

L (K[X], +,°)
1.1. Définitions.

Définition (Définition d’'un polynéme). On appelle polyndme formel a coeflicients dans K (ou polynome a
une indéterminée X) toute suite infinie déléments de IK notée (ag, aj, ..., an,...), avec Vi e N a; € K, telle
qu’a partir d’un certain rang tous les éléments de la suite sont nuls.

On notera P = (ag, ay, ..., an,...). Les a; sont les coefficients de P et a est appelé terme constant.

On note K[ X | Pensemble des polyndmes a coefficients dans K.
Polyndme nul. Cest le polynome tel que Vi €N, a; = 0 et on le note O x]-

Définition (degré et valuation). Soit P = (ag, ay,...,dy,...) € K[X] un polyndme non nul.

Le degré de P est le plus grand indice n € N tel que a,, # 0 et pour tout k > n on a a5 = 0. On le note
deg(P).

La valuation de P est le plus petit indice i tel que a; # 0 et si il existe k € N avec k < i alors a; = 0. On le
note val(P).

Propriété. Si P = (ag,ay,...,an,...) € K[X] un polynéme non nul, alors :
-Vk>degPonaa=0
—-sivalP >1lalors VO< k<valPonaag =0
- val P < deg P
-valP =degP < P=(0,...,0,a,(#0),0,...,0,...). Dans ce cas P est appelé mondme.

Egalité de deux polynomes. Les deux polynémes P = (ag, ay, ..., ay,...) et Q = (bg, by,..., by, ...) sont
égaux (on écrit P = Q) si et seulement si a; = b; pour tout i € N.

1.2. Opérations sur les polynomes - structure de K[X]. Dans la suite, P = (ag,ay,...,a,,...) et Q =
(bo> b1, .. .5 by, ).
Somme de P et Q. Le polynome somme de P et Q, noté P+ Q est égala (ag + bo, a1 + b1, ..., a, + by, ...).
P + Q est un polyndéme car pour tout k > max(deg P, deg Q) on a ay + by = 0.

Cette addition est une loi de composition interne qui procure a [K[X] une structure de groupe abélien,
(K[X], +). élément neutre pour cette loi est le polynome nul O x] et le symétrique de P pour cette addition
est le polyndme noté —P défini par —P = (—ag, —ay,...,—dy,...).

Multiplication interne de P et Q. On pose P x Q = PQ = (¢g,¢1, ..., Cy> - ..) défini par
k
Vke N, Ck = Za,-bk,i.
i=0

PQ est un polyndme car si k > deg P + deg Q alors ¢, = 0. Il suffit de remarquer que si i € {0,...,k} (avec
k > degP + degQ) alorsi <degP = k—i>k—degP >degQ = by_; =0eti>degP = a; =0, ce qui
donne dans tous les cas a;b;_; = 0,d’ou ¢, = 0.

On démontre que si P, Q et R sont des polynomes alors PQ = QP, (PQ)R = P(QR) et (P + Q)R =
PR + QR. De plus la relation (a vérifier) (1,0,...,0,...)P = P(1,0,...,0,...) = P nous montre que
(1,0,...,0,...) est ’élément neutre pour la multiplication interne.

Conclusion. ([K [X ], +, ) est un anneau commutatif unitaire.
Proposition. Si P et Q sont deux polynémes non nuls alors deg(PQ) = deg P + deg Q.

Preuve. On sait déja que si k > deg P + deg Q + 1 alors ¢, = 0. Posons n = deg P, m = deg Q et montrons
que Cpim = Anby,. D’apreés la définition ¢y = Y150 akbysm—k. Or d’aprés la définition du degré on a:
- k<degP = n+m—-k>m = b, =0



—k>degP = a;=0

-k =degP = ayb,,m_k = anbm, ce qui donne le résultat. Ainsi ¢4 = anby, # 0 (cara, # 0etb,, #0),
d’oti deg(PQ) = deg P + deg Q.
Conséquence. (K[X],+,-) est un anneau commutatif intégre unitaire.

Multiplication par un scalaire. Si A € K on définit le polynéme AP = (1ag, Aay, ..., Aa,,...).

1.3. Notation définitive. Posons X = (0,1,0,...,0,...). On obtient par calcul que X* = (0,0,1,...,0,...),
X* = (0,0,0,1,...,0,...), etc. Identifions les constantes & € K avec le polynéme («,0,0,...,0,...)
(on peut remarquer que cette identification est compatible avec la multiplication interne et externe, i.e.
aP = (a,0,0,...,0,...)P). La structure danneau de (K[X], +,) permet alors décrire le polynéme P =
(ag,ay,...,an,...) sous la forme et en posant n = deg P

n
P=ag+mX+aX++a, X"+ ( termes nuls) = ap + a1 X + X2+t a, X" = Z aka.
k=0

Nous adopterons désormais cette écriture pour les polynomes.
Les polyndmes de degré o s’appellent les constantes.

Définition. Soit P = a, X" + --- + a;X + aop un polynome de degré n (i.e. a, # 0). Alors a, sappelle le
coefficient dominant de P et a, X" sappelle le monéme de plus haut degré de P. Si a,, = 1 on dit que le
polynéme est unitaire.

2. LES DEUX DIVISIONS DE POLYNOMES DANS K[ X]
2.1. Divisibilité dans K[X].

Définition. Soient deux polyndmes non nuls A et B. On dit que B divise A, ou A est multiple de B s’il existe
Q € K[X] ~ {0k[x} tel que A = BQ. On écrit aussi que B|A.

Propriété. VA € [K[X] avec A # 0 on a A|A.
VA,B,C,D e K[X] ~ {Okx]} :

Si A|B et B|C alors A|C.

Si A|B et A|C alors A|(B + C).

Si A|B et C|D alors AC|BD.

Si I désigne lensemble des multiples de B, i.e. I = BK[X] = K[X]B = {BQ; Q € K[X]} alors I vérifie les
deux propriétés,

() VPeK[X],VQeI,PQel

(2) le’ Q2 €l Ql - QZ €l

2.2. Division euclidienne.

Théoréme. Soient deux polyndomes non nuls A et B. Il existe un unique couple (Q, R) de polynémes de
K[X] tel que A = BQ + R et (deg R < deg B ou bien R = O x]). Déterminer ce couple (Q, R) cest effectuer
la division euclidienne du polynéme A par le polynéme B.

Preuve. Montrons tout d’abord I'existence d’un tel couple. Si deg A < deg B alors le couple (O [x],A)
convient.
Sideg A > deg B, posons n = deg A et m = deg B. Les polyndmes A et B s’écrivent alors

A=a, X"+ a,1 X"+ + a1 X + ag avec a, # 0,

B=b,X™ + by X" 4+ by X + by avec b,, £ 0.

Comme n > m, posons Q; = Z—;X "7 Ainsi le polyndme R; définie par R; = A — BQ; est de degré au plus
n — 1. Deux cas sont alors possibles.
1er cas : deg Ry < deg B. Alors A = BQ; + R; et le couple (Qy, R;) convient.



2eme cas : deg R; > deg B. On continue le procédé en considérant R; et B et en posant

Q = coeflicient de plus haut degré de R, sdegRi-m
bm

Le polynéme R, défini par R, = R; — BQ; est de degré strictement plus petit que deg R;. De la méme fagon
que précédemment ou bien deg R, < deg B et alors (Q; + Q2, R;) convient, ou bien on continue le procédé.
En itérant on obtient ainsi :

Ri=A-BQ; avec degR; < deg A;

R, =R - BQ, avec degR; < degR;;

Ry =Ry_; - BQy avec deg Ry < deg Ry_;.

On construit une suite finie de polyndmes R;, dont les degrés sont décroissants d'au moins une unité a chaque
étape. Au bout d’'un nombre fini détapes on obtient k € N tel que (deg R; < deg B ou bien Ry = O [x]) et
degRy_; >degB. Dot A=B(Q;+Qy+ -+ Qi) + R et deg R < degB.

Montrons l'unicité d’'un tel couple. Soient Q, R, S, T € K[X] telsque A= BQ+R, A=BS+ T,degR < degB
et deg T < degB. Si R = T alors B(Q — S) = 0 et comme K[X] est un anneau intégre et B # 0 on en
déduit que Q = S. Supposons que R # T et montrons que lon aboutit a une contradiction. En effet si
R-T # 0alors B(Q-S) # 0, dou deg(B(Q — S)) = degB + deg(Q — S) > degB. Or nous avons
deg(T - R) < max(deg T, degR) < deg B, d’ou la contradiction puisque T — R = B(Q - S).

Exemple : Soient A =3X° +4X% +1et B=X?+2X +3.

3X° +4X? +1 | X2+2X+3
- 3X°+6X* +9X3 3X°-6X?+3X +16

—6X*-9X° +4X? +1
—6X*-12X3-18X?>

3X° +22X° +1

- 3X® +6X% +9X

16X% —9X +1

- 16X?% +32X+48

—41X-47

Donc Q =3X? - 6X?>+3X +16 et R = —41X — 47.

2.3. Division suivant les puissances croissantes de X a ’ordre k, k € N.

Théoréme. Soient deux polyndmes non nuls A et B tels que val B = 0 (i.e. le coefficient “constant” de B est
non nul) et k un élément de N. Il existe un unique couple (Q, R) déléments de K[ X] tel que A = BQ+ X**IR
avec Q = 0 ou deg Q < k. Déterminer le couple (Q, R) cest effectuer la division de A par B suivant les
puissances croissantes de X al’ordre k.

Preuve. Montrons tout d'abord lexistence. Posons i = val A, n = deg A et m = deg B. Les polynémes A et B
s’écrivent alors

A=a; X' +a;n X+ 4 a,X" aveca, #0, a;+0
B=bo+ b X +-+ b, X" avec b, #0, by #0(valB=0).

Distinguons 2 cas.

ter cas: val A > k. Posons Rg = a; X' **D ... 4 g, X" (+D) Ona A = Xk*1R, et le couple (0, Ry) convient.
2&me cas : val A < k. Posons Q; = Z—;X et R; = A— BQ;. Il est facile de vérifier que valR; > val A et que
degQ; =valA< k.

Sival R; > k alors Ry sécrit R; = X¥*1S;, avec S; € IK[X], ce qui donne A = BQ; + Xk*1g, etle couple (Q1, 1)
convient.

SivalR; < k posons Q, = terme de plusb:as degrede Ry o R, = Rj — BQ,.On adegQ, = val Ry et val R, > val R;.
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Dans le cas ot val R, > k on obtient R, = X**1S, avec S, € K[X],dou A=B(Q+ Q) + Xk, etle couple
(Qq + Q2, S2) convient. Sinon on continue le procédé... Ainsi de suite on construit

BQ; =R, avec degQ; =valA, valR; > val4;
Ri-BQ, =R, avec degQ, =valR;, valR; >valRy;

Ri_1 - BQy = Ry avec deg Qi =valRy_;, valRy >valRy_;.

tels que la valuation de R; croit au moins d’une unité a chaque étape. Au bout d'un nombre fini dopérations
onauravalRy_; < k,valRy > ket A=B(Q;+ Q + - + Q) + Ri. Comme chaque Q; est un mondme de
degré au plus k, Q = Q; + Q2 + -+ + Qi est de degré au plus k. Comme valRy > k +1,0ona Ry = XF1R avec
R € K[X]. Ainsi le couple (Q, R) convient.

Montrons l'unicité de ce couple. Supposons que A = BQ + X**1S, A = BS + K**!T avec degQ < k et
deg S < k. Alors B(Q - S) = X**'(R~ T). Si R = T on obtient que B(Q - S) = 0,dou Q = S.SiR # T
alors B(Q-S) # 0Oetval(B(Q—-S)) =valB+val(Q - S) <val B+deg(Q - S) < k; ce qui conduit a une
contradiction puisque X**!(R - T) # 0 entraine que val(X**!(R - T)) = val X**! + val(R- T) > k + 1.
Finalement on obtient que R=T et Q = S.

3. PGCD

Théoréme. Soient A et B deux polyndmes non nuls de K[ X]. Considérons le sous-ensemble I = { AU +
BV; U e K[X], V € K[X]}. Le sous-ensemble I de K[ X] est non vide et vérifie :

() VPeK[X],VQeI,PQe€l,

(2) VQi, Q2 € I, Q) — Q; € I. De plus, il existe un unique polyndme unitaire D € I tel que I = DK[X] =
{DQ; Q € K[X]}. I est alors lensemble des multiples de D. D divise A et B et est appelé le plus grand
commun diviseur de A et B et noté pgcd(A, B).

Preuve. Comme A et B sont non nuls il est clair que I nest pas réduit a {0}. On démontre facilement que I
vérifie les propriétés (1) et (2). Posons A = {degR; R e I et R # 0}. A est une partie non vide de N et admet
donc un plus petit élément noté a. Soit P € I tel que deg P = « (avec P # 0) et tel que P soit unitaire (on
remarque ici que lon peut toujours “rendre” P unitaire avec (1) car YA € K AP € I et il suffit alors de choisir
A =1/a, avec a, le coefficient du terme de plus haut degré de P).

Montrons que VR € I avec R # 0 alors P divise R. En effet effectuons la division euclidienne de R par P.
Soit (Q, S) le couple déléments de K[ X ] tel que R = QP + S et deg S < deg P. Comme R et P sont éléments
de I on déduit de (1) et (2) que R — QP € I et ainsi S € I. Comme deg S < deg P la définition du degré de P
entraine que S = 0. Ainsi on a R = QP et P divise R.

On en déduit alors que I est inclus dans lensemble des multiples de P, et avec (1) et (2) il est clair que
VR e K[X] onaRP € I. Donc I = PKK[X] et I’existence de D est démontrée.

Montrons l'unicité de D. S’il existe un deuxiéme polyndme unitaire D’ tel que I = D'IK[X], on obtient
que D divise D' (D" € DK[X]) et que D’ divise D (D € D'K[X]). Ainsi D = AD' avec A € R et comme D et
D’ sont tous deux unitaires I’étude du coefficient de plus haut degré nous donne A =1c’est a dire D = D’.

Propriété. Tout diviseur commun a A et B divise D et est de degré plus petit (ou égal) que deg D.

Une conséquence immédiate du théoreme précédent est I'identité de Bezout.
Identité de Bezout. Il existe Uy, V éléments de K[ X] tels que D = AU, + BV

Algorithme d’Euclide. Soient A et B deux polynomes non nuls tels que deg A > deg B.

Effectuons la division euclidienne de A par B. Soient Q, et R; tels que A = BQ; + R; et deg R; < deg B.
ter cas : Ry = 0. On en déduit alors que B divise A et ainsi pged(A, B) = AB avec A € K* tel que AB soit
unitaire.
2éme cas : R; # 0. Comme A — BQ; = Ry, on en déduit que pged(A, B) divise Ry dou pged(A, B) divise B
et Ry. De la méme fagon pged(B, R;) divise BQ; + Ry = A, dou pged(B, R;) divise B et A. Les propriétés
du pgcd entrainent que pged(A, B) = pged(B, R;). On continue alors le procédé en effectuant la division



euclidienne de B par R; : soient Q; et R; tels que B = R;Q; + R, et degR; < degR;. Si R, = 0 on obtient
pgcd(B, Ry) = ARy (avec A € K* tel que AR, unitaire) sinon pged(B, R;) = pgcd(Ry, Rz) et on continue. ..
On construit ainsi de suite
A=BQi+ R avec deg Ry < deg B et pgcd(A, B) = pged(B, Ry);
B=RiQ;+R, avec deg R, < degR, et pgcd(B, Ry) = pgcd(Ry, Ry);

Ri1 = R Qi + R avec deg Ry,1 < deg Ry et pgcd(Ri_1, Ri) = pged(Ry, Riy1)-

La suite des polyndomes Ry est une suite dont le degré de chaque terme diminue d’au moins une unité a
chaque étape. Au bout d'un nombre fini de divisions il existe k tel que Ry,; = 0 et R # 0. La construction
nous donne alors pgcd(A, B) = pgcd(B, R;) = --- = pged(Rk_1, Rx) = AR avec A € K* tel que ARy unitaire.
Remarque. Si le dernier reste non nul Ry est de degré zéro, i.e. Ry est une constante, on obtient pgcd(A, B) =
1.

Exemple Soient A = 2X° + 2X* + X® + 1 et B = 3X* + X> — 3X — 1. Successivement on calcule

2. 4 5 13
A:(5X+§)B+§X3+2X2+2X+3

27 441, ,5 13, 612
B=(=X-—)EX+2X*+2X+ =)+ —(X*+X +1)
5 9 9 5

25
5 13 5 13
§X3+2X2+2X+§:(§X+§)(X2+X+l)+0

Donc pged(A, B) = X+ X + 1.

4. POLYNOMES PREMIERS ENTRE EUX
Définition. On dit que A et B éléments non nuls de K[ X ] sont premiers entre eux si pgcd(A, B) = L.

Théoréme. Soient A, B et C des éléments non nuls de K[ X]. Si A divise BC et si A est premier avec B alors
A divise C.

Théoréme (Théoreme de Bezout). Soient deux polyndmes non nuls A et B. Pour que A et B soient premiers
entre eux il faut et il suffit qu’il existe U € K[X] et V € K[X] tels que AU + BV =1.

Preuve du théoréme. Commengons par montrer (indépendamment des hypothéses) que pged(BC, AC) =
ACpgcd(B, A) ou A € K* est tel que AC soit unitaire. Il est clair que tout diviseur de AC pgcd(B, A) divise BC
et AC, donc AC pged(B, A) divise pged(BC, AC). Inversement, d’aprés I'identité de Bezout, soient U et V tels
que pged(B, A) = AU+BV.Onaalors pged(B, A)C = (AC)U+(BC)V etdonc tout diviseur commun a AC
et BC divise pgcd(B, A)C. Finalement les diviseurs communs & AC et BC sont les diviseurs de pgcd(B, A)C
et comme AC pgcd(B, A) est un polyndme unitaire on en déduit que pgcd(BC, AC) = AC pged(B, A).

Supposons que A divise BC et que A est premier avec B. On obtient alors aisément que A divise
pgcd(BC, AC). Or on a pged(BC, AC) = AC pged(A, B) = AC. On en conclut que A divise C.

Preuve du théoréme de Bezout. Supposons tout d'abord que A et B sont premiers entre eux. D’apres 'identité
de Bezout, il existe U et V éléments non nuls de K[ X] tels que AU + BV = pgcd(A, B) = 1. Réciproquement
supposons qu’il existe U et V tels que AU + BV = 1. Si D est un diviseur commun a A et B, alors D est un
diviseur commun a AU et BV, dou D divise AU + BV = 1. Ainsi tout diviseur commun a A et B est une
constante et pgcd(A, B) = 1.

5. POLYNOMES PREMIERS OU IRREDUCTIBLES

Définition. Un polyndme P est dit irréductible (ou premier) si deg P > 1 et si les seuls diviseurs de P sont
les polyndmes constants et les polynomes de la forme AP avec A € [K*.

Théoréeme (Lemme d’Euclide). Soit P un polyndme unitaire et irréductible. Si P divise le produit AB alors
il divise 'un des facteurs.



Preuve. Supposons que P ne divise pas A. P étant irréductible, P et A sont premiers entre eux. Comme P
divise AB, le théoréme de Gauss entraine que P divise B.

Corollaire. Soient A, B et P trois polyndmes unitaires et irréductibles. Si P divise le produit AB alors P est
égal a 'un des facteurs.

Théoréme. Tout polyndéme unitaire non irréductible peut sécrire de maniére unique (a lordre pres) sous
forme d’un produit de polynomes unitaires et irréductibles.

Preuve. Soit P € K[ X] unitaire et non irréductible. Comme P nest pas irréductible soient P; et Q; deux
polynémes unitaires tels que P = PiQ; avec P, # P, Q; # P. Si P} et Q, sont irréductibles la décomposition
est terminée. Dans le cas contraire si P; ou Q; (ou les deux) sont non irréductibles on recommence. On
adegP, < degP et deg Q < degP. On écrit (par exemple) P, = P,P; ... A chaque nouvelle étape le degré
des polynomes écrits est majoré par deg P, minoré par 1 et décroit dau moins 1. Au bout d'un nombre fini
d’opérations on aura P = RjR;,---R; avec R; unitaire et irréductible pour tout1< i <s.

Montrons l'unicité. Supposons que P = RiRy--Ry = Q1Qy---Qy avec R; unitaire et irréductible (1 < i < s),
Q; unitaire et irréductible (1 < i < k). Daprés le lemme d’Euclide R; divise au moins 'un des facteurs
irréductibles Q;. Quitte a renumeroter les polynomes Q; on peut supposer que R; divise Q;. Puisque Q; est
irréductible et R; non constant, il existe A € K* tels que R; = 1Q;. Les polyndmes R; et Q; étant unitaires on
en déduit que R; = Q. Par récurrence on démontre que k = s et, a une renumérotation pres des polynomes
Qi, que Q; = R; pour tout 1 < i < s.

Application. Soit P € K[ X]" avec n = deg P > 1. Le polynoéme P s’écrit

— an-1 _ a agp
P=a,X"+a, X" "+ a X +ag= an(X" + X ZX —) (cara, #0)
an an an
Le polynome X" + =1 X"~ Ty ZLX + 20 étant unitaire, le théoréme de décomposition en facteurs

unitaires et 1rreduct1bles entraine que P- aan -R, avec R; unitaire irréductible (1 < i <s).

Remarque. Si P est un polynéme unitaire non irréductible on démontre griace au théoréme précédent que P
sécrit sous la forme P = R"---R;* avec Ry, . .., Ry polynomes unitaires et irréductibles deux a deux distincts
etap ..., o éléments de N* (on a juste regroupé les facteurs irréductibles égaux).

Polynomes de degré 1. Tous les polyndomes de degré 1 sont irréductibles. En effet si P est un polynome de
degrélet que P = RQ avec R e K[X]" et Q e K[X]",onal=degP = deg Q + deg R, donc ou bien Q est
de degré 0 (Q est une constante), ou bien Q est de degré 1 et dans ce cas R est une constante, ce qui donne
P = 1Q. Les diviseurs de P sont donc bien les constantes ou de la forme AP.

Sia,beKeta+balorsles polyn()mes (X —a) et (X — b) sont premiers entre eux. En effet il suffit de
remarquer que ;— L —(X-a)+-5 (X b) =1 et d’appliquer le théoréeme de Bezout.

6. RACINES D’UN POLYNOME

Fonction polynome. A tout polynéme P = a, X" +a,_1 X" ' +---+a; X + ay on associe la fonction polynome
fp définie de K dans K par fp(x) = a,x" + a,_1x" ' + - + a;x + ag (la structure de corps de K justifie
Iexistence ’expression) pour tout x € [K. Dans la suite on notera P pour fp.

Définition. Soit P un polynéme non nul de K[X] et a un élément de K. On dit que a est zéro de P (ou est
racine de P) si la fonction polyndme associée a P s’annule en a, i.e. P(a) = 0.

Théoréme. Soit P € K[ X]" et a € K. Le polyndme P admet a comme zéro si et seulement si P est divisible
par (X —a).

Preuve. Si P est divisible par X — a alors il existe Q € K[ X] tel que P = Q- (X — a), ce qui entraine P(a) = 0.
Réciproquement supposons que a est racine de P. Effectuons la division euclidienne de P par (X - a) :
soient (Q, R) éléments de K[ X] telsque P = Q- (X — a) + R et deg R < 1. Le polyndme R est ou bien nulle
ou bien un polynéme constant, A avec A € K*. Comme a est racine de P on obtient que R(a) = 1 = 0 et
ainsi R = 0 et P est divisible par (X — a).



Ordre de multiplicité d’une racine. Soit P un polynéme non nul de K[X] et a un zéro de P. Si P =
(X —a) - Q avec Qi(a) # 0 on dit que a est une racine simple ou dordre 1de P. Si P = (X — a)? - Q, avec
Qu(a) # 0, a est racine double ou dordre 2de P...Si P = (X — a)*- Qg avec k e N*, k > 1et Q(a) £ 0, a
est racine d’ordre (ou de multiplicité) k de P.

Théoréme. Soit P un polyndme non nul de K[X | admettant les racines distinctes ay, d, . . ., a, ces racines
admettant pour ordre de multiplicité my, my, ..., my (Vi€ {1,...,k} m; € N*). Alors

P=(X-a)"(X-a2)"™ (X -ag)™T
avec T € K[X]" et pour tout i € {1,...,k}, T(a;) # 0.

Preuve. (Par récurrence) Le résultat est vrai pour une seule racine de multiplicité m.
Supposons le résultat vrai pour k — 1 racines distinctes de multiplicité m;, m,, ..., my_;. Donc P s’écrit

P=(X-a)"(X-ay)™ (X-ay)"'T
avec T € K[X]" et pour tout i € {1,...,k —1} T(a;) # 0. D’autre part P admet a; comme racine de
multiplicité my, ce qui donne P = (X — a;)"*S avec S € K[X]" et S(ax) # 0. On a donc
(1) (X —ap)™S = (X —a)™(X - ay)™ (X - ap_y)™T.

Les polynomes (X — a1), (X — az2),..., (X — ax) sont des polynémes premiers et sont premiers entre eux
deux a deux puisque les a; sont distincts. Ainsi (X — ay ) est premier avec (X —a;) pourtouti € {1,...,k—1},
dou (X — ag )™k est premier avec (X —a;)™ pour touti € {1,...,k—1}. Finalement (X — a;)™* est premier
avec [T57}(X — a;)™. L¥galité (1) et le théoréme de Gauss impliquent alors que (X — a;)™* divise T. Donc
T =(X-ax)™UavecU € K[X]".Onconclutque P = (X—a;)™ (X~a)™-(X-ay)™ Uavec U € K[X]".
Pour tout i € {1,...,k -1}, T(a;) # 0 entraine que U(a;) # 0. Deplusona S = [Hf;ll(X - ai)’”f]U, ce
qui donne S(ay) = [ 15 ay - a,-)’""]U(ak) et ainsi S(ay) # 0 entraine que U(ay) # 0.

Corollaire. Un polyndme de degré n (n € N*) admet au plus # racines.

7. POLYNOMES A COEFFICIENTS COMPLEXES
Nous admettrons le résultat suivant,

Théoréme (Théoréme de d’Alembert-Gauss). Tout polynéme dans C[X] de degré plus grand que 1 admet
au moins une racine dans C.

Corollaire. Les seuls polynomes irréductibles de C[X] sont les polynomes de degré 1.

Théoréme. Soit P € C[X]" de degré navec n > 1. Il existe ay, ..., a, € C et A € C* tel que A est le coefficient
dominant de P et
P=AMX-a)(X-ap).

Preuve. Si P est de degré 1 alors le probleme est résolu. Si n > 2, soit A le coefficient du terme de plus haut
degré de P (%P est alors unitaire). En utilisant le théoréme de décomposition en facteurs irréductibles,
soient Ry, ..., R polyndmes unitaires et irréductibles de C[ X] tels que P = ARy---R;. Pour tout i € {1,...,s},
le polyndme R; étant irréductibles (dans C[X]), soit a; € C tel que R; = X — a;. On obtient donc que
P=MX-a)(X - as). West clair que deg ((X — a1)-+(X — a;)) =s,d’oli s = n.

Dans le théoréme précédent on obtient donc que tout polynéme de C[ X | posséde n racines distinctes ou
non (i.e. comptées avec leur ordre de multiplicité). Si P est un polyndéme de C[X] de degré n avec n > 1 (en
distinguant les racines) on obtient qu'il existe ay, ..., a, € C deux a deux distincts, my, ..., m, € N tels que

P=A(X-a)™(X-ap)™ oulestle coeflicient dominant de P

etm1+m2+---+mP:n.



8. POLYNOMES A COEFFICIENTS REELS

Commengons par remarquer que dans R[X], lensemble des polyndmes irréductibles nest pas réduit
aux seuls polyndmes de degré 1. En effet considérons le polynéme X? + 1 (dans R[X]). Si X* + 1 est non
irréductible dans R[X], il est alors produit de deux polynomes réels de degré 1 et ainsi il admet deux racines
réelles ce qui est faux puisque x> +1 > 1 pour tout x € R.

Pour déterminer précisément les polyndmes réels irréductibles nous allons utiliser les résultats précédents
sur les polyndmes complexes puisque tout polynome réel peut étre considéré comme polynéme complexe.

Proposition. Soit P € R[X]". Alors pour tout z € C, P(Z) = P(z) (ici P(-) désigne ici la fonction polynome
P considéré comme élément de C[X]).

Preuve. Soit P = Y.7_ a; X* avec n = degP (i.e. a, # 0) et a; € R pour tout i € {0,...,n} et soit z € C.

Comme ay € R (pour tout k € {0,...,n}), on a ai(2)F = axzk = (axz*). Donc P(z) = 1, ar(z)F =
Yho (akzk) = P(2).

Corollaire. Soit P € R[X] de degré plus grand ou égal a 1. Si dans C[X], P admet la racine non réelle a de
multiplicité k alors P admet la racine non réelle o de multiplicité k.

Théoréme. Dans R[X], les polyndmes unitaires et irréductibles sont les polyndomes de degré 1 (i.e. X — a
avec a € R) et les polyndmes de degré 2 du type X* + a X + B avec (&, ) € R* tel que a® — 4B < 0.

Preuve. Le polyndome X* +aX + f avec (&, 8) € R?) est irréductible dans R[ X] si et seulement si a* —4f < 0
(ce résultat vient du fait que X* + aX + § admet au moins une racine réelle si et seulement si a® — 48 > 0).
Montrons maintenant que tout polyndme réel P, de degré plus grand que 3 est non irréductible dans R[ X].
D’apres le théoréme de d’Alembert-Gauss, P admet au moins une racine complexe, noté . Si « nest pas réelle,
alors @ est racine de P (P est élément de R[X]). DoncP= (X - a)(X-a)-Q = (X’ - (a+a)X + aq) - Q
avec Q € C[X]. Le polyndme X? — (a + @)X + aa est & coefficients réels puisque a + & = 293 () € R et
aa = |a|* € R. En prenant soin de distinguer les cas |a|* = 0 et |a|* # 0, on démontre (exercice) en étudiant
les coeflicients (a priori complexes) du polyndéme Q que ceux-ci sont en fait des réels. Ainsi si la racine «
nest pas réelle, P est le produit de deux polyndmes a coefficients réels et nest donc pas irréductible dans
R[X].

9. POLYNOME DERIVE

n
Définition. Soit P un polynome de K[X] de degré n avec n > 1. P sécritalors P = »_ ax X" avec a, # 0.
k=0

n
On appelle polynome dérivé de P, que fon note P’, le polynome Y kayX k=1 Si P est le polynome nul ou un
k=1
polynéme constant, par définition le polyndome dérivé est Oy x-

Propriété. Pour tout A € K, pour tout P, Q éléments de K[X] ona: (P+ Q)" = P'+Q’, (AP)' = AP’ et
(P-Q) =P'Q+PQ".

Dérivée successive Notons D l'application de K[X] dans K[X] qui & tout polyndme P de K[X] fait cor-
respondre le polyndme dérivé P’ de K[X]. Notons encore D' = D, DoD = D? ...et pour tout k > 2,
D¥ = Do D!, Pour tout P éléments de K[X] on définit D¥(P) = P(¥) qui est le polyndme dérivé k-iéme
de P.

Soit le monéme normalisé X" avec n > 1. On a D(X") = nX"!, D*(X") = n(n - 1)X""2. Pour tout
k < n, on démontre (par récurrence) que D¥(X") = n(n —1)-(n -k +2)(n -k +1)X" . Sik = non
obtient D"(X") = n! et si k > n ona D¥(X") = 0. Pour k < n on écrit aussi que D*(X") = (nf!k)!X”‘k.

Avec les propriétés de la dérivation, si le polynome P = "7 a; X", on établit que les dérivées successives
de P sont données par :




si k < n alors D¥ (P) = P(K) = Yi(i-1)(i-k+ 1)X*a; (ce qui donne pour k = n, P() = g,nl);
i=k
si k > nalors D¥(P) = P(K) = o

Formule de Leibniz. Pour tout P, Q éléments de K[ X] et pour tout n € N* :
(PQ)™ = 3" ckpt Q)
k=0

Formule de Taylor pour un polynéme. Soit P un polynéme de K[ X ] tel que deg P = n. Soit a un élément
quelconque de K. On appelle formule de Taylor appliquée a P en a I’égalité

X -
p-= Z PR (g) 221 ( )
k=0

ot P (a) désigne la valeur prise par la fonction polyndme associée au polynome dérivé k—iéme au point
a.

Pour a = 0 cest la formule de Mac-Laurin. Avec lexpression des dérivées successives du polynome
P =Y"_, arX* on démontre que P(¥)(0) = k!ay, dot légalité quand a = 0. Dans le cas général, posons
Q = P o (X + a). Par récurrence on prouve que pour tout k < degP, Q) = P(K) o (X + a). Comme
deg Q = deg P = n, en appliquant la formule de Mac-Laurin au polynéme Q on obtient

n Q) (o n p(F)(g
Q:Z k!( )Xk:Z k!( )Xk.
k=0

Ajoutons que Qo (X —a) = (Po (X +a))o(X—a)=Po(X)=Peton obtient le résultat.
Racine multiple et polynomes dérivés.

Soit P un polyndme de K[ X] admettant a comme racine de multiplicité k avec k > 1. Alors P’ admet
a comme racine de multiplicité k — 1. En effet le polynéme P sécrit P = (X — a)¥Q avec Q € K[X]
et Q(a) # 0. Dérivons P: P' = k(X - a)F'Q + (X - a)*Q" = (X - a)* ' (kQ + (X - a)Q") eton a
(kQ+(X-a)Q")(a) = kQ(a) # 0, ce qui prouve que a est racine de P’ de multiplicité k1. Réciproquement
on peut prouver que si a est racine de P et de P’, k étant lordre de multiplicité de a racine de P’ alors k + 1
est 'ordre de multiplicité de a racine de P.

Théoréme. Soit P un polynéme non nul de K[ X]. P admet a comme racine de multiplicité k (k € N*) si et
seulement si les polynome P, P/, .. ., P(F1) admettent a comme racine et P(X) n'admet pas a comme racine.

Preuve. Si P admet a comme racine dordre k alors : P’ admet a comme racine dordre k — 1, P” admet a
comme racine dordre k — 2, ..., P*~) admet a comme racine dordre 1. De plus P*) ne peut admettre
a comme racine car sinon a serait racine dordre au moins k + 1 de P. Réciproquement, supposons que a
est racine de P, P/, ..., P! et ne Test pas de P(X). Appliquons la formule de Taylor a P en a (on pose
n =degP):

- P(l)(a) (X )l

Comme P()(a) = 0 pour tout i € {0, ... (k - 1)} P se factorise sous la forme P = (X — a)* T avec

pP=

_ Loy X=9) pkn CS ) (g
T—k!Pk() (D! “D(a) + - P(()-

Onabien T e K[X]" et T(a) = %P(k) (a) # 0. Nous avons donc démontré que a est racine de multiplicité
k du polynoéme P.



1. FRACTIONS RATIONNELLES

p
Définition. Une fraction rationnelle est une expression Q ou P et Q sont deux polynomes de K[ X | avec

Q=#0.

Dans la pratique on identifie toujours une fraction rationnelle a sa forme irréductible. Soient P et Q deux
éléments non nuls de K[ X] et soit D = pged(P, Q). Onaalors P = PD, Q = QD (et pged(Py, Q1) =1) et

p p
on identifie la fraction rationnelle — avec la fraction rationnelle — qui est une forme irréductible de Q

1
On note par F [X] '’ensemble des fractions rationnelles % tels que P € K[ X], Q e K[X]".

p
Définition. Soit ) une fraction rationnelle telle que pged(P, Q) =L

1) Les racines de P sont appelées les zéros (ou les racines) de la fraction g. Si a est racine dordre h de P,
P

6 .

2) Les racines de Q sont appelées les poles de la fraction %. Si a est racines dordre k de Q, on dit que a
P

ok

on dit que a est zéro d’ordre h de la fraction rationnelle

est un pole d’ordre k de la fraction rationnelle

ST o R P Qx+P, Q)

Lensemble des fractions rationnelles muni de l'addition ( = —=2=2=1), de la multiplication

(L. B - BPy pogssede une structure de corps commutatif. e e

QA Q@ QQ :
Fonction rationnelle associée. Soit g une fraction rationnelle avec pgcd(P, Q) = 1. On lui associe alors la
fonction rationnelle définie par % pour t € K tel que Q(t) # 0.

1.1. Décomposition des fractions rationnelles a coefficients complexes.

p *
Théoréme. Soit 9 une fraction rationnelle irréductible  coefficients complexes (i.e. P € C[X] et Q € C[X]

et pged(P, Q) =1). Soient ay, .. ., a, les racines complexes distinctes de Q, de multiplicité m, ..., m, (m;
élément de N* est 'ordre de la racine a;). Le polyndme Q s’écrit donc

Q= M(X = ar)™-(X — ap)"™

avec A le coeflicients dominant de Q. Alors il existe une décomposition unique de la fraction rationnelle g
sous la forme
P T+ Amy + Am—1 R M
Q (X—a)m  (X—a)™m! (X —a)
s Gm L @ @
(X —a)™ (X —ap)™! (X -az)
b Mmoo
(X—ap)™ (X —ap)™! (X ~ap)’
ou T € C[X] et les coefficients Ay, . .., A1, &y - - - 1, €LC, Hmp» -+ > fimy SONE éléments de C. On dit que la

décomposition ci-dessus est la décomposition en éléments simples de % dans C[X]. T est la partie entiére

.. sont appelés éléments simples.

. fps Amy M
de la décomposition et les termes a)™> > ()

Calcul des éléments simples dans C[ X].

1) T est déterminé en effectuant la division euclidienne de P par Q. Soit le couple (R, S) de C[X] tel que
P =S8Q + RavecdegR < deg Q. On a alors % =S+ % et on pose T = S. Remarquons que T = 0 dés que
deg P < deg Q. Une fois T déterminé, il reste a décomposer la fraction rationnelle %.



N

On suppose désormais que deg P < deg Q ce qui entraine T = 0. Considérons a un pdle dordre n de
. Le but est de déterminer les éléments simples de la décomposition relatifs au pole a. Le polynome Q
sécrit Q = (X —a)"Cavec C € C[X] et C(a) # 0. Admettons (ce résultat se démontre grice au théoréme
précédent en utilisant I’existence et I'unicité de la décomposition en éléments simples de g) que

P p A N An-1 - Ay N A +é
Q (X-a)'C (X-a)" (X-a)! (X-a)> (X-a)t C

2

/o)

(2)

avec A € C[X] tel que deg A < deg C et tel que les coefficients Ay, . . ., 1, sont les coefficients que lon cherche.

Posons Y = X — g, i.e. X = Y + a, ce qui entraine P(X) = P(Y + a) et Q(X) = Y"C(Y + a). Ainsi
P(Y +a) et C(Y + a) sont deux polynomes en Y (Y est l'indéterminée). Effectuons la division suivant les
puissances croissantes de Y du polynéme P(Y + a) par C(Y + a) jusqu'a l'ordre n —1:

P(Y +a)=(po+ Y+ + Y"1 )C(Y + a) + Y'R(Y).

Donc
P(Y +a) _ P(Y +a) _Ho e R(Y)
Q(Y+a) Y'C(Y+a) yr ynl Y C(Y+a)
ce qui donne par rapport a 'indéterminée X
P(X) o 2 by M R(X-a)

QX)) X-a)y  X-a T (x-a) " C(X)

et ainsi les coeflicients relatifs au pole a sont déterminés, il reste a continuer 1étude des poles autres que a.
La remarque suivante est importante pour déterminer A,,.

Remarque. Dans I’égalité (2) multiplions la fraction rationnelle par (X — a)", on obtient

g =dp+ (X =a)dy+ -+ (X —a)" A+ (X - a)"%.

Evaluons chacun des termes pour X = a (ce qui est possible puisque C(a) # 0) ; on obtient % = An. Dans

la pratique on écrit

_P(a) _
X=a B C(a) )
Remarque. Il existe plusieurs techniques qui permettent d'accélérer le calcul des coefficients. La méthode qui
«marche » de fagon stire est celle des coefficients indéterminés, cest aussi la plus longue, la plus calculatoire.

Parmi les techniques usuelles, citons la dérivation, la parité de la fraction rationnelle, les limites en I'infini, le
calcul dans Fe[X] pour donner le résultat dans Fr[X].... et autre cas particulier.

g(X—a)” A

Remarque. Sia est un pole d’ordre1,i.e.n=1,0na
p p
— (X — a)] = (a) =
Q X=a C(a)
Sans avoir a factoriser Q par (X — a) on peut néanmoins donner la valeur de C(a). En effet, Q = (X — a)C,
ou (par dérivation) Q' = (X - a)C’ + C, ce qui donne (fonctions polynémes associées évaluées en a)

Q'(a) = C(a).

Exemple. Soit la fraction Il 'y a pas de partie entiére puisque deg1 = 0 < 4. Posons Q = X* — 1. Les

X4-1
poles sont les racines quatrieémes de l'unité, soit 1, i, —-let =i : Q = (X —1)(X - i)(X +1)(X + i). Donc il
existe un unique quadruplet (Ay, A5, A3, 14) d’éléments de C tel que

1 M A2 A3 Ay

= + + + )
Xt-1 X-1 X-i X+1 X+i




1 1 1
OnaQ’=4X3,ce qui donne (en utilisant la remarque précédente) A; = 9 (1) =1/4,1; = 10 = e = i,
1 -1 1 1 —i
Az = =—etly= = ——=—
TQC) 4 ST Q) T TaR T 4

Exemple. Soitla fraction ————. La partie entiére est nulle et clairement ona (X?+1)? = (X—i)?(X +i)>.

(2)2

Il existe donc Ay, A, y; et yy éléments de C tels que

4 As M 25 U1

= + + +
(C+1)2 (X—i)2 X—-i (X+i)? X+i

Si X est changé en —X, la fraction rationnelle est invariante ((—X)?) ce qui donne une information supplé-
mentaire :
4 __h . M b2 h
(X2+1)? (-X-i)?? -X-i ( X+i)?2 -X+i

soit
4 As -M U2 -

= + + +
(X2+1)2 (X+i)? X+i (X-i)?2 X-

et I'unicité de la décomposition en éléments simples permet dobtenir que A, = y; et y; = —A; et réduit le
nombre d’inconnus a 2.
Posons Y = X —i et utilisons la technique de la division suivant les puissances croissantes pour déterminer

U2 et py.
4 4 4

(X-i)2(X+i)> (Y +2i)2Y2 (-4+4iY +Y2)Y?

On effectue la division suivant les puissances croissantes de Y a lordre 1 de 4 par (—4 + 4iY + Y?) : 4 =
(-4 +4i+Y?)(-1-iY) +iY>. Donc A, = —let A; = —i. Finalement

4 -1 —i -1 i

= + + + )
(X2+1)2 (X-i)? X-i (X+i)? X+i

On peut procéder autrement une fois établi que A, = y; et y; = —A;. Déterminons d’abord A, avec I'une des
remarques précédentes :

4(X -i)? o
(X2+i)2(X—i) |y, 1=k

Pour déterminer 1, on peut alors évaluer la fraction rationnelle en X = 0. On obtient Iéquation 4 =

M -1 )h
12+_l+(1)2+ ,dou Ay =

1.2. Décomposition des fractions rationnelles a coefficients réels.

Théoréme. Soit % une fraction rationnelle a coefficients réels (i.e. P € R[ X] et Q € R[X] ") avec pgcd(P, Q) =
1. Dans R[ X ], le polyndme Q se décompose sous la forme

Q(X) = A(X —a)™ (X - a/]™[(X - p)* +qf]" [ (X - ps)* + 4],

ou:Vie{l,...,r} a; € Rest racine de Q de multiplicité m; et les a; sont distincts;
Vie{l,...,s},pj € R, q; € R*, le polyndme (X - p;)* + qi est irréductible dans R[X] et (pj, ;) # (P> qx)
sijrk(X-pj)*+ q? admet deux racines complexes conjuguées qui sont p; + iq;).



La fraction rationnelle 5 admet alors 'unique décomposition en éléments simples de la forme

il
Q
)tml + Aml_l 4o+ —Al
(X—al)ml (X—al)ml‘l (X—(Ill)
X, Xm,—1 o
+ + o ————
(X - az)mZ (X - az)mZ‘l (X — 612)

=T+

P
Q

Aumr Aumr_l Ml
+ + b ——
(X —an)m (X —ay)m! (X -ar)
M, X + Ny, MX + N,

Tx -+l X -+

LnSX + Ons L1X + 01
+[ + e+

(X = ps)* +q3]™ [(X = ps)* +q3]
ouT e C[X] etles coefficients Ay, . . ., Aty @mys o oo &1, €8C, iy« s s Moy« oo s M, Ny oo Ny Ly oo Ly

et Oy, ..., O sont éléments de R. On dit que la décomposition ci-dessus est la décomposition en éléments

sont appelés éléments simples de 1ere espece. Les éléments simples du type

simples de g dans R[X]. T est la partie entiére de la décomposition. Les éléments simples du type (X—#a)k

% sont appelés éléments

simples de 2eme espéce.

Calcul des éléments simples dans R[ X |.

1) Pour les éléments simples de 1ére espeéce ainsi que pour la partie entiére on conserve les mémes

techniques que dans le cas complexe.

2) Pour les éléments simples de 2éme espéce.
On suppose dans la suite que deg P < deg Q (ainsi T la partie entiére est nulle).

—1er Cas: Q = [(X - p)* + ¢*)]" avec n € N*. Le théoréme entraine lexistence (et Punicité) de la

décomposition

P UnX + vy . Pn1X + vy X + v

— = eee 4
Q [(X-pP+a]" [(X-p)+¢]""  [(X-p)*+¢’]

On divise P euclidiennement par (X —p)?+¢% soit P = [(X-p)?+4*)] Qi+ R; avec deg R; < 2. On continue
avec Q13 Q1 = [(X - p)* +¢*)] Q2 + Ry avec deg R; < 2, etc, jusqu’a obtenir Qi_; = [(X - p)? +¢?)] Qx + R

avec deg Ry < 2 et deg Q < 2. En "remontant” la suite des divisions euclidiennes successives on obtient que

P=S[(X=p)?+ )] +Sia[(X=p)2+g>)|F '+ S [(X - p)?+g%)] +So ot S; est de degré strictement

plus petit que 2.

Exemple. Soit f =

X°+2
(X2+ X +1)%
décomposition en éléments simples est nulle. On vérifie que X* + X + 1 est bien un polynéme irréductible

Onadeg(X°®+2) =5< 6 =deg((X*+ X +1)*), et la partie entiére de la

dans R[X] (par exemple son discriminant est strictement négatif). Donc il existe 6 réels ys, 2, 1, A3, A, et
Ay tels que

XS +2 [J3X + V3 ‘leX + v y1X +

= + + .
(X2+X+1) (X2+X+1)2 (X2+X+1)2 (X2+X+1)

Divisions euclidiennes successives : X° +2 = (X> + X + )(X° - X> +1) + (-X +1), X> - X* +1 =
(XP+X+1)(X-2)+(X+3).Donc X°>+2 = (X*+ X +1)((X*+ X +1)(X -2) + (X +3)) + (X +1), soit

X +2 -X+1 X+3 X-2

= + + .
(X2+X+1)2 (X2+X+1)P° (X2+X+1)2 X2+X+1




—28me Cas: Q= [(X-p)*+¢*)]"Cavec n e N* et C € R[X] tel que C(p +iq) # 0 (ce qui entraine
pgcd([(X - p)* +¢*)], C) = 1. On démontre (grace au théoréme de décomposition en éléments simples)
que

n n n— n— K
(3) o= [JX:V o T £ 1X2+V21_1_”+ M1X+2V1 ate
Q [(X-p)+q’]" [(X-p)+q’]" [(X-p)*+q’] C

avec K € R[X]" et p1, ..., thns V1, - . . , vy sont les coefficients cherchés.

Multiplions (3) par [(X - p)? + ¢*)]";

p p D
6[(X—P)2 +q9)]" = C T HnX Vet [(X - p)*+ 612)]6
avec D € R[X]. Evaluons cette égalité pour X = p + iq :

p P(p+iq) ,
Sl(X=p)*+q")]" = — = pa(p +iq) + v
Q X=p+iq C(p + lq) " "
Comme yu, et v, sont des réels, en identifiant partie réelle et partie imaginaire on trouve y, et v,,.
Sin =1, c’est terminé.
Sin >1on calcule
P UnX + vy _ P—(unX+v,)C

Q [(X-p)?+]" [(X-pP+gliC
Remarquons que y, et v, sont tels que P — (u, X + v, )C évalué en X = p + iq est nul, ce qui entraine que
P — (4nX +v,)C (polyndme réel) est nécessairement multiple de [(X — p)* + ¢*]. Ainsi

£ ~ UnX + vy _ A _ PnaX + vy ey wmX + v N 5
Q [(X-pr+q]" [(X-p)+qg]"'C [(X-p)+qg "' [(X-p)*+q*] C
et on continue les calculs ...

X+1
(X2+1)2(X2+ X +1)%
premiers entre eux et que X2 + X + 1 et X2 + 1 sont irréductibles dans R[X]. Donc la décomposition en
éléments simples s’écrit

f

Exemple. Soit f =

On vérifie que les polyndmes X, X* + X + 1 et X* + 1 sont

_/\2X+p12+/\1X+y1 2 X + v nX +w
(X212 (X2+1) (X2+X+1)2 0 (X2+X+1)

avec A, Ay, U2, Ui, Y2, Y1, V2, V1 réels.

X+1 i+1
X2+1)?, = - —iol=Mit
FOE 1 Xrx+12 ), 2 2T

Donc A, = -let y; = -1.

e X+1 =X+1+(X+1)(X2+X+1)2=X5+3X4+5X3+5X2+4X+1
((X2+X+1)? (X2+1)2(X2+X+1)? (X2+1)2( X2+ X +1)?
(X2+1)(XP+3X2+4X+2)  XP+3X2+4X+2
T X)X X1 (D rx+12 ¢
Ona
g:)L1X+pt1+ Y2 X + vy . X+ ,
(X2+1) (X2+X+1)2 (X2+X+1)
d’ou

—-i—-3+4i+2
g(X2+1)]X:i:+:—3i+1:)tli+y1



soit A; = =3 et y; = 1. On continue avec

3X -1 XP+3X*+4X+2+ (BX-1)(X?+ X +1)*

§ X1 (X2+1)(X2+ X +1)?
3X° +5X1+8X2 +6X2+5X+1  (X2+1)(3X%+5X2+5X +1)
T (X )(X2 X+ (X)X X +1)?
3X3 +5X%2+5X +1
) (X2+X+1)?

Division euclidienne : 3X> +5X*+5X +1= (3X +2)(X?+ X +1) —1. Donc on obtient y, = 0, v, = -1, y; = 3
etv; =2.

Autre méthode (apreés avoir obtenu A, yz, A; et py )

Sij=exp (%%) (jracine de X? + X +1)

f(X2+X+1)2]X=j:W:j +j=-1=y2j+v,

d’ottv, = -lety, =0.
Valeur particuliere X = 0; on obtient1 = iy + g+ v2 +v1 = -1+ 11+ vy, soit v; = 2.
Utilisation de la limite en +00 : limy 100 (xf(x)) =0 = A; + y1. Donc y; = —A; = 3

Exemple. On peut aussi d'abord décomposer une fraction rationnelle réelle dans C[X] pour obtenir la

1 . . )
(X2+X+1)(X2_X+1).Ave6]:exp(%),onax +X+1= (X -

DX =) etX? =X +1=(X+j)(X+ ). Dans C, f se décompose sous la forme

A + ¢ + ¢ + ﬁ .
X-j X-7 X+j X+p

décomposition dans R. Soit f =

f=

Nous avons donc uniquement des poles d’ordre 1. Apres calculs on trouve que

o _.2 . ‘2_
6\X-j X-72 X+j X+j?

Pour obtenir la décomposition dans R[X] on additionne les éléments simples de poles conjugués (j = j* et
— )
~j=-7)

1 ((l—j)(X—j2)+(1—j2)(X—j) . (j—l)(X+j2)+(j2—1)(X+j))

f=5 X2+ X +1 X2—X+1

soit
X+1 N -X+1
(X2+X+1) 2(X2-X+1)

f=3
Remarque (Applications). Lune des applications de la décomposition en éléments simples d’'une fraction

rationnelle est le calcul de primitive. Calculons la primitive de la fonction

1
(x2+x+1)(x2-x+1)




D’apreés I’exemple précédent on écrit

1 B x+1 . -x+1
(2+x+1)(x2-x+1) 2(x2+x+1) 2(x2-x+1)
X+3 1 —x+3 1
:2(x2+x+1)Jr 1 3 +2(x2 x+1)Jr 1 3
4((x+ =)+ B 4((x-=)+ =
(e 57+ 3) (=57 +3)
1 2x +1 +1 1 +—1 2x -1 +1 1
=-—-X = X% — % - X
4 x2+x+1 3 (2x+1)2+1 4 x2-x+1 3 (2x—1>2+1

V3

D’ot, en intégrant et a une erreur de calcul pres, la primitive est

1 1 3 2x +1 1 1 3 2x -1
—xln(x2+x+1)+—><£arctan( Gl )——xln(xz—x+1)+—x£arctan( ad ).
4 372 N 372 V3




