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Exercice 1.1. Résolution des problèmes de Dirichlet et Neumann en dimension 1
Soient trois réels a, b et γ et une fonction continue f appartenant à C ([0,1]). On veut déterminer

pour quelles valeurs de γ le problème de Dirichlet

−u′′+γu = f sur ]0,1[, u(0) = a, u(1) = b;

et le problème de Neumann

−u′′+γu = f sur ]0,1[, u′(0) =−a, u′(1) = b

admettent une unique solution u dans C 2([0,1]).

a) Rappeler, en fonction des valeurs de γ, les solutions de l’équation différentielle

−u′′+γu = 0 sur ]0,1[.

On pose δ=√|γ|.
b) En déduire une condition nécessaire et suffisante sur γ pour avoir unicité pour le problème de

Dirichlet. [on pourra commencer par traiter le problème homogène correspondant à a = b = 0
et f ≡ 0]

c) Même question pour le problème de Neumann.

d) En utilisant les résultats classiques sur la résolution des équations différentielles linéaires à
coefficients constants, déterminer la solution de l’équation différentielle

−u′′+γu = f sur ]0,1[

en fonction de u(0) et u′(0).

e) En déduire une condition nécessaire et suffisante sur γ et f pour que le problème de Dirichlet
admette une solution.

f) Même question pour le problème de Neumann.

Exercice 1.2. Fonction de Green en dimension 1
Soit le problème aux limites

(1) −u′′ = f dans ]0,1[, u(0) = 0, u(1) = 0,

où f est une fonction continue sur [0,1].

a) Montrer que ce problème admet une unique solution que l’on peut exprimer sous la forme

u(x) =
∫ 1

0
G(x,ξ) f (ξ)dξ,

où G est la fonction de Green

G(x,ξ) =
{x(1−ξ) si 0 ≤ x ≤ ξ≤ 1,

ξ(1−x) si 0 ≤ ξ≤ x ≤ 1.

b) Montrer que l’application qui à tout élément f ∈C 0([0,1]) associe la solution du problème aux
limites (1) est linéaire et continue de C 0([0,1]) (muni de la norme de la convergence uniforme)
dans C 2([0,1]) (muni de la norme ‖v‖∞+‖v ′‖∞+‖v ′′‖∞).

Exercice 1.3. Rappels de calcul différentiel
On fixe un ouvert Ω de Rn . On rappelle qu’étant donné un champ de vecteurs Φ ∈ C 1(Ω;Rn),

on définit la divergence comme la fonction div(Φ)(x) = ∑
i ∂xiΦi (x). On rappelle également que le

laplacien d’une fonction u dans C 2(Ω) est la fonction ∆u = div(∇u) =∑
i ∂

2
xi xi

u.

a) Soient u ∈C 1(Ω) et Φ ∈C 1(Ω;Rn). Calculer div(uΦ).
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b) Soit u et v deux fonctions réelles deux fois dérivables. Calculer ∆(uv).

c) Soient u ∈C 2(Ω) et Φ ∈C 1(Rm ;Ω). Montrer que

∆(u ◦Φ) =
n∑

i , j=1

∂2u(Φ)

∂xi∂x j
(∇Φi ,∇Φ j )+

n∑
i=1

∂u(Φ)

∂xi
∆Φi

d) Soient u ∈C 2(Ω) et h ∈C 2(R). Montrer que

∆(h ◦u) = h′′(u)|∇u|2 +h′(u)∆u.

e) Soit T une isométrie affine euclidienne de Rn (c’est-à-dire la composée d’une translation et
d’une transformation orthogonale, T x =Ox +a avec O transformation linéaire orthogonale et
a un vecteur). Pour une fonction u :Rn →R, on note Tu = u ◦T −1.

i) Montrer que le laplacien est invariant par T , c’est-à-dire que ∆(Tu) = T (∆u).

ii) En déduire que ∆u = f sur Ω si et seulement si ∆(Tu) = T f sur TΩ.

Exercice 1.4. Fonctions radiales
On suppose n ≥ 2. Une fonction u : Rn → R est dite radiale si il existe v : R+ → R telle que u(x) =

v(|x|) ∀x ∈Rn (|x| désigne la norme euclidienne du vecteur x).

a) Montrer que si u est une fonction radiale deux fois dérivable alors, pour tout x 6= 0, on a

∆u(x) = r 1−n(r n−1v ′)′(r ), r = |x|.
b) Deux réels 0 < a < b étant fixés, on considère la couronne Ω= {x ∈Rn | a < |x| < b}. On rappelle

que la normale extérieure ν en un point x ∈ ∂Ω est −x/|x| si |x| = a et x/|x| si |x| = b. Fixons
une fonction radiale f ∈C (Ω).

i) Déterminer toutes les fonctions radiales solutions de ∆u = 0 dans Ω.

ii) Trouver toutes les solutions radiales u ∈C 2(Ω)∩C (Ω) du problème de Dirichlet

∆u = f dans Ω et u =α si |x| = a, u =β si |x| = b.

iii) Même question pour le problème de Neumann

∆u = f dans Ω et
∂u

∂ν
=α si |x| = a,

∂u

∂ν
=β si |x| = b.

Exercice 1.5. Principe du maximum faible et unicité pour le problème de Dirichlet
Soit Ω un ouvert borné de Rn et soient trois fonctions bornées a : Ω 7→Sn (Sn désigne l’ensemble

des matrices réelles symétriques de taille n), b : Ω 7→Rn et c : Ω 7→R+. On considère alors l’opérateur
différentiel linéaire du second ordre

Lu = tr(aD2u)+b ·∇u =
n∑

i , j=1
ai j (x)

∂2u

∂xi x j
(x)+

n∑
i=1

bi (x)
∂u

∂xi
(x)

défini pour les fonctions u ∈ C 2(Ω). On suppose que l’opérateur L est uniformément elliptique sur
Ω, au sens où il existe une constante α > 0 telle que la matrice a −αI soit symétrique positive dans
Ω. On a donc (a(x)h) ·h ≥α|h|2 pour tout h dans Rn et tout x dans Ω.

a) Montrer que le laplacien est un opérateur uniformément elliptique sur Ω.

b) Montrer que si a et a′ sont deux matrices symétriques positives on a tr(aa′) ≥ 0. [on pourra
commencer par le cas où la matrice a est diagonale]

c) Soit u un élément de C 2(Ω). Montrer qu’en un point x de maximum local de u on a ∇u(x) =
0 et la matrice hessienne D2u(x) est négative. [considérer pour tout h 6= 0 la fonction de la
variable réelle ϕ(t ) = u(x + th/|h|)]

d) Soit u ∈C 2(Ω)∩C (Ω) vérifiant Lu − cu > 0 dans Ω. Montrer que u ne peut atteindre un maxi-
mum positif sur Ω qu’en un point de ∂Ω.



3

e) Trouver k > 0 tel que la fonction w(x) = exp(kx1) vérifie Lw − cw > 0 sur Ω.

f ) Établir le principe du maximum suivant. Si u ∈C 2(Ω)∩C (Ω) vérifie Lu − cu ≥ 0 dans Ω, alors
maxΩu ≤ max∂Ωu+. [considérer pour ε> 0 la fonction u +εw et faire tendre ε vers 0]

g) Établir le principe de comparaison suivant. Si u, v ∈ C 2(Ω)∩C (Ω) vérifient Lu − cu ≥ Lv − cv
dans Ω et u ≤ v sur ∂Ω alors u ≤ v dans Ω.

h) Soit f : Ω 7→ R et g : Ω 7→ R. On considère le problème de Dirichlet (solution classique) : trou-
ver u ∈C 2(Ω)∩C (Ω) vérifiant

Lu − cu = f dans Ω, u = g sur ∂Ω.

Montrer que le problème de Dirichlet admet au plus une solution (la question de l’existence
n’est pas du tout abordée ici).

Exercice 1.6. Formules de Green
Soit Ω un ouvert borné régulier (de classe C 1) de vecteur normal unitaire extérieur ν. On rappelle

le théorème de la divergence dans Rn : si U = (U1, . . . ,Un) est un champ de vecteur défini sur Ω de
classe C 1(Ω) on a ∫

Ω
div(U )(x)d x =

∫
∂Ω

U ·νdσ(x),

où σ est la mesure superficielle portée par ∂Ω. En dimension 1, si Ω=]a,b[ c’est la fameuse formule
d’intégration par partie∫

]a,b[
ϕ′(x)d x =ϕ(b)−ϕ(a) =

∫
∂Ω
ϕ ·n dσ, σ= δa +δb .

Montrer les identités suivantes pour des fonctions régulières u, w : Rn → R appartenant à C 2(Ω) et
Φ :Rn →Rn appartenant à C 1(Ω;Rn).∫

Ω

∂u

∂xi
d x =

∫
∂Ω

uνi dσ,
∫
Ω
∆u d x =

∫
∂Ω

∂u

∂ν
dσ,∫

Ω
u
∂v

∂xi
d x =

∫
∂Ω

uvνi dσ−
∫
Ω

v
∂u

∂xi
d x,∫

Ω
u∆w d x =

∫
∂Ω

u
∂w

∂ν
dσ−

∫
Ω

(∇u,∇w)d x (première identité de Green),∫
Ω

u div(Φ) =
∫
∂Ω

u(Φ,ν)dσ−
∫
Ω

(Φ,∇u)d x,∫
Ω

u∆w d x −
∫
Ω

w∆u d x =
∫
∂Ω

u
∂w

∂ν
dσ−

∫
∂Ω

w
∂u

∂ν
dσ (deuxième identité de Green).

Exercice 1.7. Intégration de fonctions radiales
Dans Rn , on note sn = σ(B1) = ∫

∂B 1
dσ la surface de la sphère unité ∂B 1. On note m la mesure de

Lebesgue. On appelle solution fondamentale du laplacien la fonction radiale

E1(x) = |x|
2

, E2(x) = log |x|
2π

et En(x) = −1

(n −2)sn |x|n−2 si n ≥ 3.

a) Montrer que ∆En = 0 dans Rn\{0}.

b) Montrer, en utilisant la formule de Green, que la mesure la surface de la sphère de rayon r est∫
∂B r

dσ= snr n−1. [on se placera dans la couronne Ω= {x ∈Rn ; r < |x| < 1} pour 0 < r < 1]

c) Montrer que m(Br ) = r nm(B1). [On écrira la formule de Green pour u(x) = |x|2
2 dans la boule

B(0,r ).]

d) Montrer que pour toute fonction borélienne f :R+ →R+ on a
∫
Rn f (|x|)d x = sn

∫ ∞
0 r n−1 f (r )dr .

[méthode classique : indicatrice d’un intervalle ]a,b[, indicatrice d’un borélien, fonction simple
et enfin fonction positive]
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e) Déterminer pour quelles valeurs de α ∈ R et p ∈ [1,+∞] les fonctions |x|α sont dans Lp (B1) ?
dans Lp (Rn\B1) ?

Exercice 1.8. Formule de représentation de Green
On utilisera la solution fondamentale du laplacien En , qui a été définie dans l’exercice précédent.

a) Vérifier que En et ∇En sont localement intégrables.

b) Montrer que pour toute fonction continue u et tout x0 fixé on a

lim
ε→0

∫
∂Bε(x0)

u(x)En(x −x0)dσ= 0 et lim
ε→0

∫
∂Bε(x0)

u(x)
∂En

∂ν
(x −x0)dσ= u(x0).

c) Soit Ω un ouvert borné de classe C 1 et u ∈ C 2(Ω). Soit x0 ∈ Ω fixé. En écrivant la deuxième
identité de Green surΩ\B(x0,ε) (avec ε> 0 suffisamment petit) pour u et En , établir la formule
de représentation de Green

u(x0) =
∫
Ω
∆u(x)En(x −x0)d x +

∫
∂Ω

u(x)
∂En

∂ν
(x −x0)dσ−

∫
∂Ω

∂u

∂ν
(x)En(x −x0)dσ.

Exercice 1.9.
Soit Ω un ouvert borné de Rn suffisamment régulier et u ∈C 2(Ω)∩C (Ω) une solution (classique)

du problème ∆u = u3 −u dans Ω et u = 0 sur ∂Ω.

a) Montrer que nécessairement −1 ≤ u(x) ≤ 1 pour tout x ∈Ω. [indication : chercher à appliquer
un principe de comparaison entre u et une fonction bien choisie sur un ouvert bien choisi !]

b) La fonction u peut-elle atteindre la valeur 1 ou −1 ? [indication : on pourra admettre le prin-
cipe du maximum fort. Avec les mêmes notations que l’exercice 1.5 si Lu − cu ≥ 0 dans Ω
–ouvert régulier– avec u non constante. Si c = 0 alors u n’atteint pas son maximum dans l’in-
térieur de Ω. Si c ≤ 0, u ne peut atteindre un maximum positif ou nul dans l’intérieur de Ω.
Enfin, sans condition sur c, u ne peut être égale zéro en un maximum intérieur de Ω.]
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2. Espaces Lp(Rn), convolution et
régularisation

Dans cette fiche, on notera, pour p ∈ [1,+∞], Lp (Rn) l’espace Lp (Rn) et ‖ · ‖p la norme associée.
Sauf mention contraire, tous les exposants p, q et r seront dans [1,+∞].

On rappelle que la convolée de deux fonctions f et g définies sur Rn est la fonction notée f ∗ g
donnée par la formule

f ∗ g (x) =
∫

f (x − y)g (y)d y =
∫

f (y)g (x − y)d y.

L’ensemble des fonctions de classe C ∞ à support compact dans Ω sera aussi noté D(Ω).

Exercice 2.1. Applications de l’inégalité de Hölder
On rappelle que si on a deux exposants p et q conjugués (i.e. tels que 1

p + 1
q = 1) et si on a deux

fonctions f ∈ Lp (Ω) et g ∈ Lq (Ω), alors f g ∈ L1(Ω) et

‖ f g‖1 ≤ ‖ f ‖p‖g‖q .

a) Soit f ∈ Lp (Ω) et g ∈ Lq (Ω). Soit r tel que 1
r = 1

p + 1
q . On suppose que r ∈ [1,∞[, montrer que

f g ∈ Lr (Ω) avec ‖ f g‖r ≤ ‖ f ‖p‖g‖q .

b) Montrer que si f ∈ Lp (Ω)∩Lq (Ω), alors, pour tout r ∈ [p, q], on a f ∈ Lr (Ω) et ‖ f ‖r ≤ ‖ f ‖θp‖ f ‖1−θ
q ,

pour θ ∈ [0,1] que l’on déterminera.

c) Établir l’inégalité de Hölder généralisée suivante. Si f1 ∈ Lp1 (Ω), . . ., fk ∈ Lpk (Ω) avec 1
p1

+·· ·+
1

pk
= 1, alors f1 . . . fk ∈ L1(Ω) et ‖ f1 . . . fk‖1 ≤ ‖ f1‖p1 . . .‖ fk‖pk .

Exercice 2.2. Support d’une fonction. Dans tout l’exercice, f et g désignent des fonctions conti-
nues et définies sur Rn . On rappelle que le support d’une fonction continue est l’ensemble

Supp( f ) = { f 6= 0}.

a) Montrer que Supp( f ) est le plus petit fermé en dehors duquel la fonction f est nulle.

b) Montrer que Supp( f + g ) ⊂ Supp( f )∪Supp(g ).

c) Montrer que Supp( f g ) ⊂ Supp( f )∩Supp(g ).

d) On suppose en outre que f et g sont des éléments de L1(Rn). On rappelle que, pour deux
ensembles A et B de Rn on définit A+B = {a +b ; a ∈,b ∈ B}.

i) Montrer que Supp( f ∗ g ) ⊂ Supp( f )+Supp(g ).

ii) Montrer que l’ensemble A+B est fermé si A est fermé et B est compact. [utiliser la carac-
térisation séquentielle de l’adhérence et de la compacité] [voir enfin ce qui se passe dans
R2 avec A = {(x,1/x) ; x ∈R∗} et B = {(x,0) ; x ∈R}]

iii) Conclure que lorsque g est à support compact alors on a Supp( f ∗g ) ⊂ Supp( f )+Supp(g ).

Exercice 2.3. Inégalité de convolution. Soit p et q deux exposants vérifiant 1
p + 1

q ≥ 1. On peut alors

définir r ∈ [1,+∞] par la formule 1
r = 1

p + 1
q −1. On note p ′, q ′ et r ′ les exposants conjugués de p, q et

r resp.. On veut montrer que, si f ∈ Lp (Rn) et g ∈ Lq (Rn), on a f ∗ g ∈ Lr (Rn) et

‖ f ∗ g‖r ≤ ‖ f ‖p‖g‖q .

a) Mesurabilité. Soit f et g deux fonctions boréliennes. On rappelle les notations f + = max( f ,0)
et f − = max(− f ,0), de sorte que f = f +− f − et | f | = f ++ f −.

i) Montrer que l’application (x, y) 7→ f (x − y)g (y) est borélienne.
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ii) Si f et g sont positives, montrer, en utilisant le théorème de Fubini, que la fonction x 7→
f ∗ g (x) = ∫

f (x − y)g (y)d y (à valeurs dans [0,+∞]) est borélienne.

iii) Si f et g sont quelconques et si les fonctions positives f +∗g+, f +∗g−, f −∗g+ et f −∗g−
sont p.p. finies, conclure que f ∗g est p.p. finie et est égale à une fonction borélienne p.p.
(elle est donc mesurable au sens de Lebesgue).

b) Le cas r =+∞. Cette condition est bien sûr équivalente à q = p ′.
i) Si f et g sont positives, montrer que f ∗ g ∈ L∞(Rn) et que ‖ f ∗ g‖∞ ≤ ‖ f ‖p‖g‖p ′ .

ii) En utilisant la question (a–iii), montrer que, pour f ∈ Lp (Rn) et g ∈ Lp ′
(Rn) quelconques,

f ∗ g est p.p. définie, qu’elle est dans L∞(Rn) et qu’elle vérifie ‖ f ∗ g‖∞ ≤ ‖ f ‖p‖g‖p ′ .

iii) Par un argument de densité, montrer qu’en fait f ∗ g est continue et que, si p ∈]1,+∞[,
on a lim|x|→+∞ f ∗ g (x) = 0.

c) Le cas r <+∞. Notons que cela implique que p <+∞ et q <+∞. Jusqu’à la question (c–v), les
fonctions f , g et ϕ considérées seront positives.

i) Montrer que ∫
f ∗ g (x)ϕ(x)d x =

∫
f (x)g (y)ϕ(x + y)d x d y.

ii) Vérifier les identités 1 = p
r + p

q ′ = q
r + q

p ′ = r ′
p ′ + r ′

q ′ .

iii) En utilisant la décomposition

f (x)g (y)ϕ(x + y) = [( f (x))
p
r (g (y))

q
r ][( f (x))

p
q′ (ϕ(x + y))

r ′
q′ ][(g (y))

q
p′ (ϕ(x + y))

r ′
p′ ],

montrer que
∫

f ∗ g ϕ≤ ‖ f ‖p‖g‖q‖ϕ‖r ′ .

iv) En déduire que ‖ f ∗ g‖r ≤ ‖ f ‖p‖g‖q . [On prendra ϕ= ( f ∗ g )r−1.]

v) En utilisant la question (a–iii), montrer que, pour f ∈ Lp (Rn) et g ∈ Lq (Rn) quelconques,
on a f ∗ g ∈ Lr (Rn) et ‖ f ∗ g‖r ≤ ‖ f ‖p‖g‖q .

d) Soit t > 0 et f ∈ Lp (Rn). On pose ft = f (·/t ). Calculer ‖ ft‖p en fonction de ‖ f ‖p et ( f ∗ g )t en
fonction de ft ∗ g t . En déduire que, pour avoir une inégalité du type ‖ f ∗ g‖s ≤ C‖ f ‖p‖g‖q

∀ f ∈ Lp (Rn) ∀g ∈ Lq (Rn), il faut que 1
s = 1

p + 1
q −1.

Exercice 2.4. Régularité et convolution

a) Soit f ∈ C (Rn) une fonction bornée et g ∈ L1(Rn). En utilisant le théorème de convergence
dominée, montrer que f ∗ g est continue.

b) On suppose que f ∈C 1(Rn) est bornée ainsi que ses dérivées. En utilisant à nouveau le théo-

rème de convergence dominée, montrer que f ∗ g est de classe C 1 et que ∂( f ∗g )
∂xi

= ∂ f
∂xi

∗ g .

c) Conclure que si f ∈C ∞(Rn), on a f ∗ g ∈C ∞(Rn) et ∂α( f ∗ g ) = (∂α f )∗ g ∀α ∈Nn .

Exercice 2.5. Fonction plateau, suite régularisante
Soit Ω un ouvert de Rn et K un compact inclus dans Ω. Le but de l’exercice est de construire une
fonction ζ ∈ C ∞

0 (Ω) à valeurs dans [0,1] et valant 1 sur K . Une telle fonction est appelée fonction
plateau.

a) Montrer qu’il existe ε > 0 tel que d(K ,Ωc ) ≥ 4ε. [on rappelle que la fonction x ∈Ω 7→ d(x,Ωc )
est continue.]

b) i) Montrer que la fonction f : R 7→R définie par

f (t ) =
{

0 si t ≤ 0,

f (t ) = exp(−1/t ) si t > 0

est de classe C ∞ sur R. [montrer par récurrence que, pour tout n ∈ N, il existe un poly-
nôme pn tel que f (n)(t ) = pn(1/t )exp(−1/t ) si t > 0]
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ii) On définit ρ(x) = c f (1−|x|2) pour x ∈RN avec c tel que
∫
Rn ρ(x)d x = 1. Préciser le support

de ρ et montrer que ρ ∈C ∞
0 (Rn).

iii) En déduire que la fonction ρε(x) = ε−nρ(x/ε) est de la classe C ∞, à valeurs ≥ 0, à support
dans la boule Bε et telle que

∫
Rn ρεd x = 1. Quel est le comportement de ρε(x) quand

ε→∞ ? Une telle suite de fonctions est appelée suite régularisante.

c) On note Kε = {x ∈Ω | d(x,K ) ≤ ε}.

i) Montrer que K2ε+Bε ⊂ K3ε et que K c
2ε+Bε ⊂ K c

ε .

ii) Montrer que la fonction ζ = 1K2ε ∗ρε est dans C ∞
0 (Ω), à valeurs dans [0,1], et telle que

ζ≡ 1 dans un voisinage de K .

Exercice 2.6. Montrer qu’une suite régularisante ne peut pas converger dans L1(Rn).

Exercice 2.7. Un peu de densité. Soient Ω un ouvert de Rn et p tel que 1 ≤ p <+∞. Nous suppose-
rons que l’espace des fonctions continues à support compact dans Ω est dense dans Lp (Ω). Soit ρk

une suite régularisante (ε= 1/k par rapport à l’exercice 2.5).

a) Soit f une fonction continue à valeurs dans Rn . Montrer que ρk ∗ f → f uniformément sur
tout compact de Rn .

b) Soit f ∈ Lp (Rn). Montrer que ρk ∗ f → f dans Lp (Rn).

c) Montrer que D(Ω) est dense dans Lp (Ω)

d) Refaire l’exercice en utilisant juste le fait que l’ensemble des fonctions continues à support
compact dans Rn est dense dans Lp (Rn). On pourra utiliser

i) Suite exhaustive de compacts. Construire une suite croissante (Km) de compacts deΩ telle
que ∪mKm =Ω.

[On pourra prendre, pour m ≥ 1, Km = {x ∈Ω | d(x,Ωc ) ≥ 1
m et |x| ≤ m}.]

ii) Soit (χm) une suite de fonctions de D (Ω) à valeurs dans [0,1] telle que ∀m χm vaut 1 sur
Km . Montrer que f χm → f dans Lp (Ω).

Exercice 2.8. Exercice 1.9 bis repetita
Soit Ω un ouvert borné de Rn suffisamment régulier et u ∈C 2(Ω)∩C (Ω) une solution (classique) du
problème ∆u = u3 −u dans Ω et u = 0 sur ∂Ω. Montrer que nécessairement −1 ≤ u(x) ≤ 1 pour tout
x ∈Ω. Posons (u−1)+ = max(u−1,0) et supposons que la première identité Green suivante soit licite∫

Ω
(u −1)+∆u d x =

∫
∂Ω

(u −1)+
∂u

∂ν
dσ−

∫
Ω

(∇(u −1)+,∇u)d x.

Comme u vérifie ∆u = u3 −u et comme (u −1)+ = 0 sur ∂Ω (u = 0 sur Ω) on obtiendrait

0 ≤
∫
Ω

(u3 −u)(u −1)+ d x =−
∫
Ω

(∇(u −1)+,∇u)d x =−
∫

{x∈Ω :u(x)>1}
(∇u,∇u)d x,

ce qui donne
∫

x∈Ω :u(x)>1(∇u,∇u)d x = 0 d’où u ≤ 1. Mais a priori nous ne pouvons pas écrire la pre-

mière identité de Green, car nous ne savons pas si u est C 2(Ω) et il est clair que (u −1)+ n’est pas
C 1(Ω).

L’idée est d’une part d’utiliser une fonction (régulière) plateau, ϕ, valant 1 sur le compact {x ∈Ω :
u(x) ≥ 1} et à support compact dans Ω. Ainsi uϕ sera bien C 2(Ω). D’autre part pour approcher de
façon régulière (u − 1)+ on utilise la suite de fonction ψε(x) = (

√
|u(x)−1|2 +ε+ (u(x)− 1))/2 avec

ε→ 0.

a) Montrer que ψε→ (u −1)+ uniformément sur Ω quand ε tend vers 0. En déduire que

lim
ε→0

∫
Ω
∆uϕϕψεd x =

∫
Ω
∆u(u −1)+ d x =

∫
Ω

(u3 −u)(u −1)+ d x ≥ 0.
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b) A l’aide des formules de calcul différentiel et du fait que ∇ϕ≡ 0 sur {x ∈Ω : u(x) ≥ 1} montrer
que

lim
ε→0

∫
Ω
∆(uϕ)ϕψεd x =

∫
Ω
∆u(u −1)+ d x ≥ 0.

c) Montrer que la première identité de Green s’applique pour
∫
Ω

(ψεϕ)∆(uϕ)d x.

d) En passant à la limite (ε→ 0) dans la première identité de Green et à l’aide de la question b)
montrer que

−
∫

{x∈Ω ;u(x)≥1}
(∇u,∇u)d x ≥ 0.

e) En déduire que ∇u ≡ 0 sur {x ∈Ω ; u(x) ≥ 1} puis que u(x) ≤ 1 sur Ω.
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Exercice 3.1. Soit Ω et Ω′ deux ouverts de Rn tels que Ω′ ⊂Ω.

a) Montrer que H 1(Ω) ⊂ H 1(Ω′).

b) L’inclusion H 1
0 (Ω) ⊂ H 1

0 (Ω′) ? est-elle vraie ?

Exercice 3.2. Déterminer si les fonctions

max(|x|−1,0) dans R, sin |x| dans R,
√
|x| dans ]−1,1[,

1

x
dans ]0,1[,

ln |x| dans ]0,1[, |x|1/3 dans ]0,1[, |x|2/3 dans ]−1,1[,

sont dans un espace de type H 1, H 1
0 ?

Exercice 3.3. Soit Ω =]0,1[×]0,1[⊂ R2 et uε(x, y) = (1− y)ε sin(εx)/
p
ε. Montrer que uε → 0 dans L∞

quand ε→+∞, ‖∇uε‖L2 ≤ δ (avec δ> 0). En déduire qu’il existe une sous-suite qui converge faible-
ment vers 0 dans H 1(Ω).

Exercice 3.4. Fonctions régulières par morceaux
Soit I =]α,β[ un intervalle ouvert de R (avec −∞ ≤ α < β ≤ +∞). On considère une fonction f :

I 7→ R de classe C 1 par morceaux (non continue a priori). Il existe donc des points x0 < x1 < ·· · < xk

pour lesquels f ∈ C 1(]xi−1, xi [) pour 1 ≤ i ≤ k, et en lesquels f et f ′ admettent des limites à droite
et à gauche (que l’on note f (xi+), f (xi−), . . .). La fonction f ′ désigne ici la dérivée usuelle de f en
dehors des points xi (elle est étendue, arbitrairement, par 0 en xi ).

a) Soit ϕ ∈C ∞
0 (I ).

i) Montrer que, pour tout 1 ≤ i ≤ k, on a∫ xi

xi−1

f ϕ′ d t = [ f (xi−)ϕ(xi )− f (xi−1+)ϕ(xi−1)]−
∫ xi

xi−1

f ′ϕd t .

ii) En déduire que
∫

I
f ϕ′ d t =−

∫
I

f ′ϕd t −
k∑

i=0

(
f (xi+)− f (xi−)

)
ϕ(xi ).

b) Montrer que la fonction f est dans H 1(I ) si et seulement si f est continue, f ∈ L2(I ) et f ′ ∈
L2(I ). [pour l’implication, on fixera un indice i et on construira une suite de fonctions ϕm ∈ C ∞

0 (I ) à
valeurs dans [0,1] telles que ϕm(xi ) = 1 et ϕm ≡ 0 en dehors de [xi − 1

m+1 , xi + 1
m+1 ].]

Exercice 3.5. Espaces de Sobolev en dimension 1
Soit I =]α,β[ un intervalle ouvert de R (avec −∞≤α<β≤+∞).

a) Soit f ∈ H 1(I ). On note f ′ dérivée faible de f .

i) Montrer que, pour presque tout x, y , on a f (y) = f (x)+
∫ y

x
f ′(t )d t . [On commencera par

supposer que f ∈C ∞
0 (Ī ). Ensuite on raisonnera par densité. Étant donnée f ∈ H 1(I ), il existe une

suite ( fn) de fonctions dans C ∞
0 (Ī ) telles que fn → f dans H 1. Par la réciproque du théorème de

convergence dominée, on notera que l’on peut extraire une sous-suite ( fnk ) convergeant p.p. vers
f ]

ii) En déduire qu’il existe une fonction g continue telle que f = g p.p. dans I . En d’autres
termes, la fonction f ∈ L2(I ) admet un représentant continu. Dans la suite du problème,
on notera f ce représentant, de sorte que f sera supposée continue.

b) Montrer que f est höldérienne d’exposant 1/2, i.e. pour tout x, y dans I on a

| f (x)− f (y | ≤ ‖ f ′‖2|x − y |1/2.
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c) On veut démontrer que f ∈ L∞(I ) et estimer ‖ f ‖∞ en fonction de ‖ f ‖H 1(I ). Pour cela on fixe
un intervalle borné [a,b] ⊂ I , d’intérieur non vide. On procède par densité.

i) On suppose d’abord que f ∈C ∞
0 (Ī ).

(1) Rappeler pourquoi il existe c ∈ [a,b] tel que f (c) = (b−a)−1
∫ b

a f d t (première formule
de la moyenne).

(2) Montrer que f 2(x) = f 2(c)+2
∫ x

c f f ′ d t pour tout x.

(3) En déduire l’inégalité ‖ f ‖∞ ≤ | f (c)|+21/2‖ f ‖1/2
2 ‖ f ′‖1/2

2 .

(4) Conclure que ‖ f ‖∞ ≤ (1+ (b −a)−1/2)‖ f ‖H 1(I ).

ii) En raisonnant par densité, montrer que l’inégalité ci-dessus reste valide si f ∈ H 1(I ).

d) Si I est non borné, montrer que limx∈I ,|x|→∞ f (x) = 0.

Exercice 3.6. Pour α ∈]1−n,1[, on considère la fonction définie sur Rn\{0} par f (x) = |x|α.

a) Montrer que les fonctions f et gi (x) = αxi |x|α−2, 1 ≤ i ≤ n, sont localement intégrables dans
Rn , c’est-à-dire que, pour tout R > 0, les fonctions sont dans L1(BR ).

b) Montrer que, pour toute fonction ϕ ∈ C ∞
0 (Rn), on a

∫
f
∂ϕ

∂xi
d x = −

∫
giϕd x. La dérivée par-

tielle faible de la fonction f par rapport à la variable xi est donc gi . [On écrira la formule de
Green sur B(0,ε)c et on fera tendre ε→ 0.]

c) Montrer que f ∈ H 1(B1) si et seulement si n > 2(1−α).

d) En déduire que, pour tout ouvert non vide Ω de Rn avec n ≥ 3, il existe une fonction H 1(Ω)
non bornée.

Exercice 3.7. On suppose 2 < n et Ω borné (pour simplifier).
Construire une fonction u ∈ H 1(Ω) qui soit non bornée sur tout ouvert de Ω.
[Déduire, de l’exercice précédent, que, ∀x ∈ Ω, ∀ε > 0, il existe une fonction positive u ∈ H 1(Ω)

telle que u soit non bornée sur tout voisinage de x et ‖u‖H 1(Ω) ≤ ε. Considérer alors un sous-ensemble
{xk | k ∈N} de points de Ω, dense dans Ω.]

Exercice 3.8. Convolution
Soit f ∈ L1(Rn) et g ∈ H 1(Rn). Montrer que f ∗ g ∈ H 1(Rn) avec ∇( f ∗ g ) = f ∗∇g .

Exercice 3.9. Produit Soit f , g ∈ H 1(Ω) ∩ L∞(Ω). On veut montrer que f , g ∈ H 1(Ω) ∩ L∞(Ω) avec
∇( f g ) = (∇ f )g + f (∇g ). La difficulté consiste à montrer cette dernière identité, qui s’écrit

(∗) −
∫
Ω

f g (∇ϕ) =
∫
Ω

(∇ f )gϕ+ f (∇g )ϕ, ∀ϕ ∈D (Ω).

a) Établir (∗) si f ∈C ∞(Ω).

b) On suppose que f est à support compact dans Ω. On considère une suite régularisante (ρk )
et on pose fk = f ∗ρk . [On peut donc prolonger f par 0 à Rn et on obtient une fonction de
H 1(Rn).]

i) Rappeler pourquoi on a ‖ fk‖∞ ≤ ‖ f ‖∞ et pourquoi fk → f dans H 1(Ω). Montrer qu’il
existe une sous-suite ( fkm ) telle que fkm → f et ∇ fkm →∇ f p.p. dans Ω.

ii) Établir alors (∗).

c) On montre maintenant (∗) dans le cas général. On fixe ϕ ∈D (Ω) et on considère χ ∈D (Ω) telle
que χ= 1 au voisinage de Suppϕ.

i) Montrer que f χ ∈ H 1(Ω)∩L∞(Ω).

ii) Déduire de (b) que (∗) est vraie pour f χ, puis pour f .

d) Conclure que f g ∈ H 1(Ω)∩L∞(Ω).
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Exercice 3.10. Soit Ω un ouvert connexe. On veut montrer que toute fonction u ∈ H 1(Ω) vérifiant
∇u = 0 p.p dans Ω est constante.

a) Soit B une boule fermée non vide de Ω.

i) Soit u une fonction de classe C 1. Montrer que ∀x, y ∈ B on a

u(x)−u(y) =
∫ 1

0
(∇u(t x + (1− t )y), x − y)d t .

ii) Montrer qu’il existe une constante C > 0 indépendante de u telle que, pour tout x ∈ B
(resp. pour tout y ∈ B), on a∫ 1/2

0

∫
B
|∇u(t x + (1− t )y)|d y d t ≤C

∫
B
|∇u(z)|d z,

et, resp.
∫ 1

1/2

∫
B
|∇u(t x + (1− t )y)|d x d t ≤C

∫
B
|∇u(z)|d z.

iii) En déduire que
∫

B

∫
B
|u(x)−u(y)|d x d y ≤C ′

∫
B
|∇u(z)|d z.

iv) Montrer que l’inégalité précédente reste vraie si u ∈ H 1(B).

b) Déduire le résultat souhaité.

Exercice 3.11. Le dual H−1(Ω) de H 1
0 (Ω)

Étant donné un ouvert Ω, on note H−1(Ω) l’espace vectoriel des formes linéaires continues sur
H 1

0 (Ω). On veut montrer que les éléments de H−1 sont exactement de la forme

T ( f ) =
∫
Ω

g0 f d x +
n∑

i=1

∫
Ω

gi
∂ f

∂xi
d x

pour une fonction g = (g0, . . . , gn) ∈ L2(Ω;Rn+1) arbitraire.

a) Montrer que toute forme linéaire donnée par la formule précédente est un élément de H−1(Ω).

b) Montrer que l’application Φ : H 1
0 (Ω) 7→ L2(Ω;Rn+1) définie par Φ(u) = (u, ∂u

∂x1
, . . . , ∂u

∂xn
) est un

isomorphisme de H 1
0 (Ω) dans E = {(u, ∂u

∂x1
, . . . , ∂u

∂xn
) ; u ∈ H 1

0 (Ω)} qui est un sous espace fermé de

l’espace de Hilbert L2(Ω;Rn+1) muni du produit scalaire u · v =∑n
i=0

∫
Ωui vi d x.

c) On fixe désormais un élément T de H−1(Ω). On note P la projection orthogonale de L2(Ω;Rn+1)
sur E . On rappelle que c’est un endomorphisme de norme ≤ 1. Montrer que T ◦Φ−1◦P est une
forme linéaire continue sur L2(Ω;Rn+1).

d) En appliquant le théorème de Riesz, en déduire qu’il existe g ∈ L2(Ω;Rn+1) tels que T ◦Φ−1 ◦
P ( f ) = f · g pour tout f ∈ L2(Ω;Rn+1).

e) Conclure que, pour tout f ∈ H 1
0 (Ω), on a T ( f ) = ∫

Ω g0 f d x +∑
i
∫
Ω gi

∂ f
∂xi

d x.

f ) Lorsque Ω est borné dans une direction, montrer que l’on peut supposer g0 = 0 [Utiliser l’in-
égalité de Poincaré.]

Exercice 3.12. Inégalité de Poincaré-Wirtinger SoitΩ un ouvert connexe borné de classe C 1. On veut
montrer qu’il existe une constante C > 0 telle que

‖u − 1

m(Ω)

∫
Ω

u ‖2 ≤C‖∇u‖2, ∀u ∈ H 1(Ω).

a) Supposer que l’inégalité est fausse et montrer qu’il existe une suite de fonctions vk ∈ H 1(Ω)
telle que

‖vk‖2 = 1,
∫
Ω

vk = 0 et lim
k→∞

‖∇vk‖2 = 0.

b) En utilisant le théorème de Rellich-Kondrachov montrer que l’on peut extraire une sous-suite
convergeant fortement dans L2 et aboutir à une contradiction.
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HILBERT ET LAX-MILGRAM

Exercice 4.1.

a) Montrer qu’en dimension finie une forme bilinéaire symétrique est coercive si et seulement si
elle est définie positive (i.e. a(u,u) > 0 pour tout u 6= 0)

b) Que peut-on dire en dimension infinie ?

c) On se place dans l’espace `2 des suites (ui )i∈N vérifiant
∑

i u2
i < ∞ muni de la norme |u| =

(
∑

i u2
i )1/2.

i) Vérifier que `2 est un espace de Hilbert.

ii) Construire une forme bilinéaire continue symétrique positive a définie sur `2 et un élé-
ment f ∈ `2 pour lesquels le problème a(u, v) = ( f , v) pour tout v ∈ `2 n’admet pas de
solution.

Exercice 4.2. Soit Ω un ouvert de Rn et a0 une fonction mesurable dans L∞(Ω). On considère l’ap-
plication bilinéaire définie pour u, v ∈ L2(Ω) par a(u, v) = ∫

Ω a0uv d x.

a) Montrer que a est bien définie et est continue sur L2(Ω).

b) Soit g ∈ L∞(Ω). Montrer que g ≥ 0 p.p. si et seulement si
∫

g h ≥ 0 pour tout h ∈ L1(Ω), h ≥ 0.
[Pour la réciproque, on pourra considérer la suite de fonctions hk = 1Ω∩Bk∩{g<0}]

c) Montrer que a est coercive si et seulement si il existe une constante α> 0 telle que a0 ≥α p.p.

d) On fixe f ∈ L2(Ω). Comment s’écrit alors le théorème de Lax-Milgram appliqué à la forme
bilinéaire a et à la forme linéaire l (v) = ∫

f v d x ?

e) La solution du problème variationnel de la question précédente minimise-t-elle une fonction-
nelle ?

Exercice 4.3. Soit a une forme bilinéaire continue coercive sur un espace de Hilbert H et l ∈ H ′.
Montrer que la fonctionnelle J définie sur H par J (v) = 1

2 a(v, v)−〈 f , v〉 admet un unique mini-
mum. De quel problème variationnel est-il solution ? [on considérera la forme bilinéaire symétrique
a′(u, v) = 1

2

(
a(u, v)+a(v,u)

)
]

Exercice 4.4. Soit H un espace de Hilbert et M un sous-espace affine fermé de direction L. On rap-
pelle que cela signifie que L est un sous-espace vectoriel fermé de H et qu’il existe u0 ∈ H tel que
M = u0 +L. Soit a une forme bilinéaire continue coercive sur H et l ∈ H ′

a) On suppose a symétrique. Montrer que la fonctionnelle J (v) = 1
2 a(v, v)−l (v) admet un unique

minimum u sur M et qu’il est caractérisé par u ∈ M et a(u, v) = l (v) pour tout v ∈ L. [On se
ramènera à la minimisation d’une fonctionelle analogue sur L.]

b) Dans le cas général où a n’est plus symétrique, montrer, en utilisant le théorème de Lax-
Milgram, qu’il existe un unique u ∈ M tel que a(u, v) = l (v) pour tout v ∈ L.

PROBLÈMES VARIATIONNELS EN DIMENSION 1

Exercice 4.5. Problèmes variationnels en dimension 1.
On cherche à résoudre l’équation différentielle

−u′′+ cu = f p.p. dans ]0,1[
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avec diverses conditions au bord. On supposera que c ∈ L∞(]0,1[) et que c ≥ c0 p.p. pour une constante
c0 ≥ 0. Sauf mention contraire, on supposera que c0 > 0 et que f ∈ L2(]0,1[). On considère alors la
fonctionnelle

J (v) = 1

2

∫ 1

0

(
(v ′)2 + cv2)−∫ 1

0
f v

définie sur H 1(]0,1[). Rappelant que les fonctions de H 1(]0,1[) sont continues (à un représentant
près), on définira sans ambiguïté leurs valeurs en tout point de [0,1].

a) Condition de Dirichlet homogène (avec c0 = 0).

i) Montrer que le problème min{J (v) | v ∈ H 1
0 (]0,1[)} admet une unique solution u et qu’elle

est l’unique solution du problème variationnel∫ 1

0
u′v ′ d x +

∫ 1

0
cuv =

∫ 1

0
f v d x; pour tout v ∈ H 1

0 (Ω).

ii) Soit u ∈C 2([0,1]). Montrer que u est solution du problème précédent si et seulement si u
est solution de l’équation différentielle

−u′′+ cu = f p.p. dans ]0,1[ avec u(0) = u(1) = 0.

iii) Montrer que toute solution du problème variationnel est dans H 2(]0,1[), i.e. u ∈ H 1(]0,1[)
et u′ ∈ H 1(]0,1[).

iv) Fixons u ∈ H 1(]0,1[). Déduire de la question précédente que u ∈ H 1
0 (]0,1[) est solution du

problème variationnel si et seulement si u ∈ H 2(]0,1[) et vérifie

−u′′+ cu = f p.p. dans ]0,1[ avec u(0) = u(1) = 0.

v) (1) Montrer que tout fonction v ∈ H 1(]0,1[) dont la dérivée faible v ′ est une fonction
continue est de classe C 1. [on rappelle que v vérifie v(y) = v(x)+ ∫ y

x v ′(t )d t pour
tout x, y dans ]0,1[.]

(2) En déduire que si c, f sont dans C 1([0,1]) alors u ∈C 2(]0,1[).

(3) Montrer que si c, f sont dans C ∞([0,1]) alors u ∈C ∞(]0,1[).

b) Condition de Dirichlet non homogène (avec c0 = 0). Soit a et b deux réels fixés. On veut ré-
soudre

(∗) −u′′+ cu = f p.p. dans (]0,1[) avec u(0) = a, u(1) = b.

i) On pose E = {v ∈ H 1(]0,1[) | v(0) = a, v(1) = b}. Montrer que E est un sous-espace affine
fermé de H 1(]0,1[) de direction H 1

0 (]0,1[).

ii) Montrer que le problème min{J (v) | v ∈ E } admet une unique solution u et écrire le pro-
blème variationnel associé.

iii) Soit u ∈C 2([0,1]). Montrer que u est solution du problème précédent si et seulement si u
est solution de l’équation différentielle (∗).

c) Condition de Neumann homogène (avec c0 > 0).

i) Montrer que le problème min{J (v) | v ∈ H 1(]0,1[)} admet une unique solution u et écrire
le problème variationnel associé.

ii) Soit u ∈C 2([0,1]). Montrer que u est solution du problème précédent si et seulement si u
est solution de l’équation différentielle

−v ′′+ cv = f p.p. dans ]0,1[ avec v ′(0) = v ′(1) = 0.

d) Condition de Neumann non homogène (avec c0 > 0). Soit a et b deux réels fixés.

i) Montrer que le problème min{J (v)−av(0)−bv(1) | v ∈ H 1(]0,1[)} admet une unique solu-
tion u et écrire le problème variationnel associé.
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ii) Soit u ∈C 2([0,1]). Montrer que u est solution du problème précédent si et seulement si u
est solution de l’équation différentielle

−u′′+ cu = f p.p. dans ]0,1[ avec u′(0) =−a, u′(1) = b.

e) Condition de Robin homogène (avec c0 > 0). Soit α≥ 0 et β≥ 0 fixés.

i) Montrer que le problème min{J (v)+ α
2 v2(0)+ β

2 v2(1) | v ∈ H 1(]0,1[)} admet une unique
solution u et écrire le problème variationnel associé.

ii) Soit u ∈C 2([0,1]). Montrer que u est solution du problème précédent si et seulement si u
est solution de l’équation différentielle

−u′′+ cu = f p.p. dans ]0,1[ avec −u′(0)+αu(0) = 0, u′(1)+βu(1) = 0.

iii) On suppose que α> 0 (ou que β> 0) mais on autorise c0 = 0.

(1) Montrer que pour tout u ∈ H 1(]0,1[) on a l’inégalité u2(x) ≤ 2u2(0)+ x2
∫ x

0 (u′)2 pour
x ∈ [0,1]. [utiliser l’identité (a +b)2 ≤ 2(a2 +b2), a ≥ 0, b ≥ 0.]

(2) En déduire que ‖u‖H 1(]0,1[) ≤ 2(|u(0)|+‖u′‖2) pour tout u dans H 1(]0,1[).

(3) En déduire que la forme bilinéaire
∫

u′v ′+ cuv +αu(0)v(0)+βu(1)v(1) est coercive
dans H 1(]0,1[).

(4) Conclure que le problème variationnel précédent associé aux conditions au bord Ro-
bin homogène admet encore une unique solution.

f) Conditions périodiques (avec c0 > 0). On pose F = {u ∈ H 1(]0,1[) | u(0) = u(1)}.

i) Montrer que F est un sous-espace vectoriel fermé de H 1(]0,1[) et que C ∞([0,1])∩F est
dense dans F . [On remarquera que si u ∈ F on a u −u(0) ∈ H 1

0 (]0,1[).]

ii) En déduire que le problème min{J (v) | v ∈ F } admet une unique solution u et écrire le
problème variationnel associé.

iii) Soit u ∈C 2([0,1]). Montrer que u est solution du problème précédent si et seulement si u
est solution de l’équation différentielle

−u′′+ cu = f p.p. dans ]0,1[ avec u(0) = u(1), u′(0) = u′(1).

PROBLÈMES VARIATIONNELS EN DIMENSION SUPÉRIEURE

Exercice 4.6. SoitΩ un ouvert borné de Rn . On considère des fonctions a ∈ L∞(Ω; Mn), b,c ∈ L∞(Ω;Rn)
et d ∈ L∞(Ω) avec Mn , l’ensemble des matrices carrées de taille n, ‖a‖∞ = maxi , j ‖ai , j‖L∞(Ω) et ‖b‖∞ =
maxi ‖bi‖L∞(Ω). On suppose qu’il existe α> 0 et δ≥ 0 tel que, pour presque tout x,on a

(a(x)ξ,ξ) ≥α|ξ|2 ∀ξ ∈Rn

et d(x) ≥ δ . On pose M =p
n max(‖b‖∞,‖c‖∞). On définit sur H 1(Ω)×H 1(Ω) la forme bilinéaire

A(u, v) =
∫
Ω

(a∇u,∇v)+ (b,∇u)v +u(c,∇v)+duv d x.

Enfin, on fixe f ∈ L2(Ω).

a) Montrer que pour tous u, v ∈ H 1(Ω) on a les inégalités∫
|(b,∇u)v | ≤ M

∫
|∇u| |v | et

∫
|u(c,∇v)| ≤ M

∫
|u| |∇v |.

b) En déduire que A est continu sur H 1(Ω)×H 1(Ω).

c) En utilisant l’inégalité st ≤ r s2

2 + t 2

2r sur R avec r > 0, montrer que pour tout u ∈ H 1(Ω) on a

A(u,u) ≥ α

2

∫
|∇u|2 + (δ− 2M 2

α
)
∫

u2.
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d) i) En utilisant la formule de changement de variable et l’inégalité de Poincaré dans une
boule, montrer que la constante CΩ de l’inégalité de Poincaré est proportionnelle au dia-
mètre de Ω. On rappelle que le diamètre de Ω est la quantité diam(Ω) = sup{|x − y | ; x ∈
Ω, y ∈Ω}. Il est clair que Ω est contenu dans une boule de rayon diam(Ω).

ii) En déduire que A est coercive dans H 1
0 (Ω) dans l’un des cas suivants :

– δ≥ 2M 2

α ;
– M est petit ;
– le diamètre de Ω est petit.

e) Sous l’une des conditions précédentes, montrer qu’il existe une unique fonction u ∈ H 1
0 (Ω) du

problème variationnel

A(u, v) =
∫
Ω

f v d x ∀v ∈ H 1
0 (]0,1[).

f) On suppose queΩ est un ouvert régulier, que a ∈C 1(Ω; Mn), que b ∈C (Ω;Rn), que c ∈C 1(Ω;Rn)
et que d ∈ C (Ω). Soit u ∈ C 2(Ω̄). Montre que u est solution du problème variationnel précé-
dent si et seulement si u est solution de l’équation aux dérivées partielles

−div(a∇u)+ (b,∇u)−div(cu)+du = f dans Ω, u = 0 sur ∂Ω

g) Montrer que si la matrice a est symétrique et si b = c, alors la solution minimise une fonction-
nelle d’énergie à préciser.

h) On suppose que δ> 2M 2

α et que Ω est régulier.

i) Montrer qu’il existe un unique u ∈ H 1(Ω) tel que

A(u, v) =
∫

f v ∀v ∈ H 1(Ω).

ii) Quelles sont, formellement, l’équation et les conditions au bord satisfaites par u ?

Exercice 4.7. Théorème de Stampacchia.

a) Soit H un espace de Hilbert muni du produit scalaire (·, ·). Soit V un sous-ensemble convexe
fermé non vide de H . Soient a une forme bilinéaire continue coercive sur H et l une forme
linéaire continue sur H .

Montrer qu’il existe un unique élément u ∈V tel que

(2) a(u, v −u) ≥ l (v −u) ∀v ∈V.

Indication : utiliser le théorème de Riesz pour représenter l (v) et a(u, v) sous la forme ( f , v) et
(Au, v), montrer que le problème à résoudre peut se réécrire (λ f −λAu, v−u) ≤ 0 ∀v ∈V (quel
que soit λ> 0), ce qui permet de caractériser u comme la projection d’un vecteur de H sur V ;
choisir alors λ de manière à ce que la projection en question soit une contraction...

b) Montrer que si a est symétrique, l’unique solution de (2) réalise le minimum sur V de

1

2
a(v, v)− l (v).

c) Retrouver le théorème de Lax-Milgram en utilisant ces résultats.

Exercice 4.8. Soit Ω ∈ Rn un ouvert borné de frontière de classe C 1. Soit f ∈ L2(Ω). Soit g ∈ C (∂Ω)
telle qu’il existe une fonction g̃ ∈ H 1(Ω)

⋂
C (Ω) dont la restriction à ∂Ω vaut g .

Considérons le problème aux limites

(3)

{ −∆u +u = f dans Ω,
u = g sur ∂Ω.
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Posons
V = {v ∈ H 1(Ω) tel que v − g̃ ∈ H 1

0 (Ω)}

et appelons solution faible de (3) tout u ∈V tel que∫
Ω

(∇u ·∇v +uv) =
∫
Ω

f v ∀v ∈ H 1
0 (Ω).

a) Montrer, en utilisant le théorème de Stampacchia, qu’il en existe une unique solution faible u.
Exprimer u comme solution d’un problème de minimisation. Indication : Montrer que u est
solution faible de (3) si et seulement si u ∈V et∫

Ω
(∇u · (∇v −∇u)+u(v −u)) ≥

∫
Ω

f (v −u) ∀v ∈V.

b) i) Montrer, en utilisant le théorème de Lax-Milgram, l’existence d’une unique solution faible
(en un sens à préciser) au problème (3) dans le cas où g = 0 (problème de Dirichlet ho-
mogène).

ii) Supposons que g̃ soit de plus dans H 2(Ω). Montrer, en utilisant 2) a), l’existence d’une
unique solution faible au problème (3).

iii) Même question pour

(4)

{ −∆u = f dans Ω,
u = g sur ∂Ω

(en supposant encore que g̃ ∈ H 2(Ω)).

Exercice 4.9. Examen de juin 2004, partie théorique
Dans tout le problème on pose Ω=]0,1[×]0,1[ (Ω est un ouvert de R2).

On se donne f ∈ L2(Ω)) et pour tout entier n ≥ 1, on considère le problème suivant :

(Pn)

{
un − 1

n ∆un = f dans Ω,

un = 0 sur ∂Ω.

Partie I

1) Donner la formulation variationnelle (Pn)V de (Pn).

2) Démontrer que (Pn)V admet une et une seule solution un ∈ H 1
0 (Ω).

3) Démontrer les estimations suivantes :

‖un‖L2(Ω) ≤ ‖ f ‖L2(Ω)

1

n
1
2

‖Dun‖(L2(Ω))2 ≤ ‖ f ‖L2(Ω).

Indication : Utiliser un comme fonction test dans (Pn)V et l’inégalité de Cauchy-Schwarz.

4) Démontrer en utilisant la question 3), que

∀v ∈ H 1
0 (Ω),

∫
Ω

un vd x →
∫
Ω

f vd x lorsque n →+∞.

5) En utilisant la densité de H 1
0 (Ω) dans L2(Ω) et les questions 3) et 4), démontrer que

∀g ∈ L2(Ω)),
∫
Ω

un g d x →
∫
Ω

f g d x lorsque n →+∞.

6) Démontrer que, pour tout n ≥ 1,
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∫
Ω

(un − f )2d x ≤ 2
∫
Ω

f 2d x −2
∫
Ω

f und x.

En déduire que
un → f dans L2(Ω) lorsque n →+∞.
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Exercice 5.1. Méthode de Galerkin. Soit V un espace de Hilbert séparable de dimension infinie et
{ek | k ∈ N} une base hilbertienne de V . On note Vm le sous-espace vectoriel engendré par {ek | 0 ≤
k ≤ m}. Étant donnée une forme bilinéaire continue coercive a et une forme linéaire continue F , on
note u la solution du problème variationnel : u ∈V et a(u, v) = F (v) ∀v ∈V . On note um la solution
du problème discret : um ∈Vm et a(um , vm) = F (vm) ∀vm ∈Vm .

a) Montrer que um → u. [On montrera que |u −um | ≤ C d(u,Vm) en utilisant le fait que a(u −
um , vm) = 0 ∀vm ∈Vm .]

b) Si a est symétrique, que peut-on dire de la suite J (um) (en posant J (v) = 1
2 a(v, v)−F (v)) ?

Exercice 5.2. Soit Vh un sous-espace vectoriel fermé d’un espace de Hilbert V . On approche le pro-
blème variationnel : u ∈ V et a(u, v) = F (v) ∀v ∈ V par le problème : uh ∈ Vh et ah(uh , vh) = Fh(vh)
∀vh ∈ Vh , où a et ah sont des formes bilinéaires continues coercives et F et Fh sont des formes li-
néaires continues.

a) Établir l’estimation

|u −uh | ≤
‖a‖
α

d(u,Vh)+ 1

α
‖Fh −F‖+ ‖Fh‖

ααh
‖ah −a‖

avec ‖F‖ = sup{F (v) | |v | ≤ 1}, ‖a‖ = sup{a(v, w) | |v |, |w | ≤ 1} et α = inf{a(v, v) | |v | = 1}. [On
traitera d’abord séparément les cas Vh 6=V , Fh 6= F et ah 6= a.]

b) Montrer que si Fh → F , si ah → a et si d(u,Vh) → 0 quand h → 0, alors on a uh → u. [On
justifiera que αh →α.]

c) Comment améliorer l’estimation précédente lorsque a est symétrique ?

Exercice 5.3. On souhaite approcher la solution u de l’équation différentielle

−(pu′)′+qu = f dans ]0,1[ et u(0) = u(1) = 0,

pour p, q, f continues avec p > 0 et q ≥ 0 sur [0,1]. On fixe un pas h et on considère une collection
de nœuds 0 = x0 < x1 < ·· · < xn+1 = 1 (avec h = max(xi+1 − xi )). On définit alors sur H 1(]0,1[) les
fonctions

ah(v, w) =
n∑

i=0
p(xi )

∫ xi+1

xi

v ′w ′+
n∑

i=0
q(xi )

∫ xi+1

xi

v w et Fh(v) =
n∑

i=0
f (xi )

∫ xi+1

xi

v.

On note Vh l’ensemble des fonctions continues, affines par morceaux et nulles en 0 et 1.

a) Rappeler pourquoi le problème variationnel associé à l’équation différentielle précédente ad-
met une unique solution.

b) Montrer qu’il existe une unique solution uh du problème variationnel discret ah(uh , vh) =
Fh(vh) ∀vh ∈ Vh . Quel est l’intérêt de considérer ce problème plutôt que le problème discret
classique ?

c) Montrer que uh → u dans H 1(]0,1[) quand h → 0.

d) Écrire le système linéaire associé au problème discret précédent dans la base canonique de
Vh .

Exercice 5.4. On souhaite écrire la méthode des éléments finis pour les équations différentielles
d’ordre 2 de l’exercice 4.5. On se place dans ]0,1[. On fixe une constante c > 0 et on prendra f ≡ 1
pour simplifier.

Étant donné n ∈ N, on pose h = 1
n+1 et on considère le cas de nœuds équidistants xi = i h pour

0 ≤ i ≤ n+1. Le sous-espace Vh des éléments finis sera un sous-espace vectoriel de H 1(]0,1[) composé
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des fonctions continues sur [0,1], affines sur chacun des intervalles [xi , xi+1] ; la base sera composée
des fonctions canoniques ωi de Vh satisfaisant les conditions au bord convenables.

Pour chacune des équations, on suivra le programme suivant.

i) Rappeler la formulation variationnelle.

ii) Préciser le sous-espace vectoriel Vh .

iii) Écrire le système linéaire associé au problème discret.

iv) Déterminer la solution explicite.

Pour tous les calculs, on prendra les constantes (a, b, c, α, β) égales à 1.

a) Condition de Dirichlet homogène.

−u′′+ cu = 1 dans ]0,1[ avec u(0) = u(1) = 0.

b) Condition de Dirichlet non homogène.

−u′′+ cu = 1 dans ]0,1[ avec u(0) = a et u(1) = b.

c) Condition de Neumann homogène.

−u′′+ cu = 1 dans ]0,1[ avec u′(0) = u′(1) = 0.

d) Condition de Neumann non homogène.

−u′′+ cu = 1 dans ]0,1[ avec u′(0) =−a et u′(1) = b.

e) Condition de Robin homogène.

−u′′+ cu = 1 dans ]0,1[ avec −u′(0)+αu(0) = 0 et u′(1)+βu(1) = 0.

f) Condition périodique.

−u′′+ cu = 1 dans ]0,1[ avec u(0) = u(1) et u′(0) = u′(1).

Exercice 5.5. Interpolation par des fonctions polynomiales par morceaux.

a) Interpolation de Lagrange et de Hermite.

i) Soit u ∈ H 2(]0,1[). On note P la fonction affine d’interpolation de Lagrange vérifiant P (0) =
u(0) et P (1) = u(1).

(A) Rappeler l’expression de P .

(B) Montrer qu’il existe c ∈]0,1[ tel que u′(c) = P ′(c).

(C) En déduire que∫ 1

0
|u′−P ′|2 ≤ 1

2

∫ 1

0
|u′′|2 et

∫ 1

0
|u −P |2 ≤ 1

4

∫ 1

0
|u′′|2.

(D) Comment les inégalités s’interprètent-elles dans H 2(]0,1[)∩H 1
0 (]0,1[) ?

ii) On suppose maintenant que u ∈ H 4(]0,1[) et on note Q le polynôme d’interpolation de
Hermite de degré ≤ 3 vérifiant Q(0) = u(0), Q ′(0) = u′(0), Q(1) = u(1) et Q ′(1) = u′(1).

(A) Rappeler l’expression de Q.

(B) Montrer que si 0 ≤ k ≤ 3 on a
∫ 1

0 |u(k) −Q(k)|2 ≤ 2k−4
∫ 1

0 |u(4)|2.

b) Fonctions polynomiales par morceaux. On fixe maintenant a < b, n ∈ N et (n + 2) points tels
que a = x0 < x1 < ·· · < xn+1 = b. On pose hi = xi+1 −xi et h = maxhi .

i) Soit u ∈ H 2(]a,b[). On note Pu la fonction affine par morceaux définie par Pu(xi ) = u(xi )
pour 0 ≤ i ≤ n +1.

(A) Montrer que ‖u′−(Pu)′‖L2(]a,b[) ≤ hp
2
‖u′′‖L2(]a,b[) et que ‖u−(Pu)‖L2(]a,b[) ≤ h2

2 ‖u′′‖L2(]a,b[)
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(B) En déduire que

(∗) ‖u −Pu‖H 1(]a,b[) ≤ h‖u′′‖L2(]a,b[)

lorsque h ≤ 1.

ii) Établir un résultat analogue lorsque u ∈ H 4(]a,b[) et que Qu est le polynôme par mor-
ceaux de degré ≤ 3 caractérisé par Qu(xi ) = u(xi ) et (Qu)′(xi ) = u′(xi ) pour 0 ≤ i ≤ n +1.

c) i) Soit β > −1
2 . On pose γ = inf{

∫ 1
0 |xβ− a|2 d x | a ∈ R}. Montrer que γ 6= 0 si et seulement si

β 6= 0.

ii) Pour α > 1
2 on pose sur [0,1] u(x) = xα

α . Montrer que u ∈ H 1(]0,1[). Montrer que u ∈
H 2(]0,1[) si et seulement si α> 3

2 .

iii) Pour h = 1
n+1 avec n ∈ N, on note Phu l’interpolation affine par morceaux de u de La-

grange aux points équidistants xi = i h. Déduire de (c–i) que ‖u −Phu‖H 1(]0,1[) ≥p
γhα−

1
2 .

iv) Conclure que la puissance de h dans l’inégalité (∗) ne peut pas être améliorée et qu’en
général, si u 6∈ H 2(]0,1[), Phu ne converge pas vers u dans H 1(]0,1[) comme un O(h).

Exercice 5.6. On rappelle que H 2
0 (]0,1[) désigne l’ensemble des fonctions u ∈ H 2(]0,1[) telles que

v(0) = v ′(0) = v(1) = v ′(1) = 0. C’est un espace de Hilbert pour la norme ‖v‖H 2 = (‖v‖2
L2(Rn )

+‖v ′‖2
L2(Rn )

+
‖v ′′‖2

L2(Rn )
)

1
2 .

a) Montrer que la fonctionnelle J (v) = 1
2

∫ 1
0 ((v ′′)2 + (v ′)2 + v2)− ∫ 1

0 v admet un unique minimum
dans H 2

0 (]0,1[).

b) En déduire que l’équation

(∗) u(4) −u′′+u = 1 faiblement dans ]0,1[ u(0) = u′(0) = u(1) = u′(1) = 0

admet une unique solution u ∈ H 2(]0,1[). Montrer que u est de classe C ∞.

c) Donner la solution explicite de l’équation différentielle (∗) précédente.

d) On fixe n ∈ N et on pose h = 1
n+1 et xi = i h pour 0 ≤ i ≤ n + 1. On note Vh l’ensemble des

fonctions v de classe C 1 qui coïncident avec un polynôme de degré ≤ 3 sur chaque intervalle
[xi , xi+1] et vérifient v(0) = v ′(0) = v(1) = v ′(1) = 0.

i) Pour tout 1 ≤ i ≤ n, montrer qu’il existe dans Vh une unique fonction ei et une unique
fonction fi telles que ei (x j ) = δi j , e ′i (x j ) = 0, fi (x j ) = 0 et f ′

i (x j ) = δi j .

ii) Montrer que la collection des {ei , fi } forme un base de Vh . Quelle sont, dans cette base,
les coordonnées des éléments de Vh ?

iii) Déterminer explicitement ei et fi et en dessiner le graphe.

e) On ordonne les vecteurs de la base précédente de la façon suivante e1, f1, . . . ,en , fn . Quels sont
les éléments 6= 0 de la matrice du système linéaire associé au problème discret ?

f) Soit v ∈C 4([0,1]) telle que v(0) = v ′(0) = v(1) = v ′(1) = 0. On pose P v =∑
v(xi )ei +∑

v ′(xi ) fi .

i) Montrer que ∀ i , ∃ξ ∈ [xi , xi+1] tel que v (3)(ξ) = (P v)(3)(ξ).

ii) En déduire que ‖v ′′− (P v)′′‖L∞(Rn ) ≤ h2‖v (4)‖L∞(Rn ), ‖v ′− (P v)′‖L∞(Rn ) ≤ h3‖v (4)‖L∞(Rn ), et
que ‖v − (P v)‖L∞(Rn ) ≤ h4‖v (4)‖L∞(Rn ).

iii) Montrer qu’il existe une constante C > 0 telle que

‖v −P v‖H 2(]0,1[) ≤C h2‖v (4)‖L∞(]0,1[),

pour h ≤ 1.

g) On note maintenant u la solution de l’équation (∗) et uh la solution du système linéaire asso-
cié au problème discret.

Montrer qu’il existe une constante C ′ > 0 telle que ‖u −uh‖H 2 ≤C ′h2 si h ≤ 1.
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Exercice 6.1. Intégration de polynômes dans un triangle

a) Soit k1,k2 ∈N. Montrer que

I (k1,k2) =
∫ 1

0
t k1 (1− t )k2 d t = k1!k2!

(k1 +k2 +1)!
.

[On fera une récurrence sur k2.]

b) On considère le triangle de référence T ∗ qui a pour sommets (1,0), (0,1), (0,0). Déduire de la
question précédente que ∀k1,k2,k3 ∈N on a∫

T ∗
xk1 yk2 (1−x − y)k3 d x d y = k1!k2!k3!

(k1 +k2 +k3 +2)!
.

[On intégrera d’abord par rapport à y en faisant un changement de variables approprié.]

c) Plus généralement, on considère un triangle T non dégénéré et on note (λ1,λ2,λ3) ses coor-
données barycentriques. Montrer que ∀k1,k2,k3 ∈N on a∫

T
λ

k1
1 λ

k2
2 λ

k3
3 d x d y = 2mes(T )

k1!k2!k3!

(k1 +k2 +k3 +2)!
.

[On écrira T comme l’image de T ∗ par une application affine que l’on explicitera.]

Exercice 6.2. Éléments finis triangulaires de type k. Pour k ∈N∗, on souhaite définir un élément fini
(T,Pk ,Σk ) où T est un triangle du plan non dégénéré, Pk l’ensemble des polynômes à deux variables
de degré ≤ k et Σk , l’ensemble des points de T dont les coordonnées barycentriques (λ1,λ2,λ3) par
rapport aux sommets de T sont telles que λ1,λ2,λ3 ∈ {0, . . . , i

k , . . . ,1} (et λ1 +λ2 +λ3 = 1).

a) On commence par considérer l’élément fini de référence où T est le triangle de sommets (1,0),
(0,1), (0,0) de sorte que les coordonnées barycentriques sont données respectivement par x,

y et 1−x − y . On a donc Σk = {( i
k , j

k ) | i , j ∈N, 0 ≤ i + j ≤ k}.

i) Dessiner Σk .

ii) Montrer que CardΣk = (k+1)(k+2)
2 .

iii) Montrer que dimPk = (k+1)(k+2)
2 . [On pourra établir une bijection entre Σk et les monômes

de Pk .]

iv) Étant donné am,n = ( m
k , n

k ) ∈Σk , on définit le polynôme

pm,n(x, y) =
∏

i<m(kx − i )

m!

∏
j<n(k y − j )

n!

∏
m+n<l≤k (l −kx −k y)

(k −m −n)!
.

Montrer que pm,n ∈ Pk et que pm,n(am′,n′) = δmm′δnn′ .

v) Conclure que les polynômes {pm,n | 0 ≤ m +n ≤ k} forment une base de Pk .

vi) Donner une interprétation graphique de la construction de pm,n .

b) On considère maintenant le cas d’un triangle quelconque non dégénéré.

i) Dessiner l’ensemble Σk correspondant.

ii) Déterminer, en fonction des coordonnées barycentriques, les polynômes de base associée
à l’élément fini (T,Pk ,Σk ).

Exercice 6.3. Éléments finis quadrangulaires de type k. Pour k ∈N∗, on souhaite définir un élément
fini (T,Qk ,Σk ) où T est un parallélogramme du plan non dégénéré, Qk , l’ensemble des polynômes à
deux variables de degré partiel ≤ k (i.e., de la forme

∑
i , j≤k ai j xi y j ) et Σk , l’ensemble des points de

T dont les coordonnées (π1,π2) dans le repère associé à T sont telles que π1,π2 ∈ {0, . . . , i
k , . . . ,1}.
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a) On commence par considérer l’élément fini de référence [0,1]2 de sorte que π1 = x et π2 = y .

On a donc Σk = {( i
k , j

k ) | i , j ∈N, i , j ≤ k}.

i) Dessiner Σk .

ii) Montrer que CardΣk = dimPk = (k +1)2.

iii) Étant donné am,n = ( m
k , n

k ) ∈ Σk , déterminer le polynôme qm,n ∈Qk tel que qm,n(am′,n′) =
δmm′δnn′ . Pourquoi est-il unique ?

b) On considère maintenant le cas d’un parallélogramme quelconque non dégénéré.

i) Dessiner l’ensemble Σk correspondant.

ii) Déterminer, en fonction des coordonnées (π1,π2), les polynômes de base associée à l’élé-
ment fini (T,Pk ,Σk ).

iii) Qu’obtient-on lorsque T est un rectangle de côtés parallèles aux axes ?

Exercice 6.4. Mise en œuvre de la méthode des éléments finis triangulaires.
On souhaite écrire la méthode des éléments finis pour la résolution de l’équation avec conditions

au bord de type Dirichlet

−∆u = 1 dans Ω=]0,1[2 et u = 0 sur ∂Ω.

Pour N ∈N, on associe à Ω la triangulation uniforme suivante. On divise Ω en (N+1)2 carrés de côtés
de longueur h = 1

N+1 et on coupe chaque carré le long de sa diagonale de direction (1,−1). Les nœuds
de ce treillis sont numérotés de droite à gauche et de haut en bas.

a) Éléments finis de type 1 (affines)

i) On considère d’abord un élément fini élémentaire triangulaire de type 1, que l’on note
(T,P1,Σ1). T sera le triangle de sommets (1,0), (0,1), (0,0) et Σ1, l’ensemble de ses som-
mets. Rappeler l’expression des polynômes de base ω1, . . . ,ω3.

ii) Déterminer les matrice et vecteur élémentaires K ∈ M3 et L ∈ R3 dont les composantes
sont données par Ki j =

∫
(∇ωi ,∇ω j ) et Li =

∫
ωi .

iii) Quelles sont les matrice et vecteur élémentaires associés à l’élément fini correspondant
au triangle de sommets (0,1), (1,0), (1,1) ? En déduire les matrice et vecteur K h et Lh

lorsque l’élément fini correspond à l’image d’un des deux triangles précédents par une
homothétie de rapport h.

iv) Rappeler l’espace fonctionnel approché et préciser sa dimension. Dessiner les fonctions
de base.

v) Écrire le système linéaire associé au problème variationnel approché, en mettant en évi-
dence sa structure par blocs.

vi) Rappeler l’expression de la solution approchée uh en fonction de la solution du système
linéaire précédent.

vii) Écrire explicitement le système linéaire lorsque h = 1
3 . Donner alors la solution approchée

u 1
3

et la dessiner.

viii) Déterminer la solution explicite u de l’équation. Comment peut se majorer l’erreur d’ap-
proximation ‖u −uh‖H 1(Ω) ?

b) Éléments finis de type 2 (quadratiques)

i) On considère l’élément fini de référence (T,P2,Σ2) où le triangle T a pour de sommets
(1,0), (0,1), (0,0) et où Σ2 est constitué des points (1,0), (0,1), (0,0), ( 1

2 , 1
2 ), (0, 1

2 ), ( 1
2 ,0).

Rappeler l’expression des polynômes de base ω1, . . . ,ω6 en fonction des coordonnées ba-
rycentriques λ1(= x), λ2(= y), λ3(= 1−x − y).
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ii) Vérifier que les matrice et vecteur élémentaires sont donnés par

K1 = 1

6



3 0 1 0 −4 0
0 3 1 0 0 −4
1 1 6 0 −4 −4
0 0 0 16 −8 −8

−4 0 −4 −8 16 0
0 −4 −4 −8 0 16

 et L = 1

6



0
0
0
1
1
1

 .

[On écrira les expressions ∇ωi en fonction des λi et on rappellera la valeur des intégrales
sur T suivantes :

∫
1,

∫
λi ,

∫
λ2

i ,
∫
λiλ j (pour i 6= j ).]

iii) Écrire le système linéaire associé au problème variationnel approché. On donnera la struc-
ture par blocs de la matrice et, pour chaque bloc, on déterminera les termes non nuls.

iv) Comment peut se majorer l’erreur d’approximation ‖u −uh‖H 1(Ω) ?

Exercice 6.5. Mise en œuvre de la méthode des éléments finis quadrangulaires.
On souhaite écrire la méthode des éléments finis pour la résolution de l’équation

−∆u + cu = 1 dans Ω=]0,1[2

avec l’une des trois conditions au bord suivantes

u = 0 sur ∂Ω (Dirichlet);
∂u

∂ν
= 0 sur ∂Ω (Neumann);

ux (0, y) = ux (1, y) = 0∀ y ∈]0,1[, uy (x,0) = u(x,1) = 0∀x ∈]0,1[ (mixte).

On suppose c ≥ 0.

a) On considère d’abord un élément fini élémentaire carré de type 1 noté (T,Q1,Σ1). T sera donc
un carré de côtés parallèles aux axes et Σ1, l’ensemble de ses sommets.

i) Lorsque l’élément fini est le carré de référence [0,1]2, rappeler l’expression des polynômes
de base ω1, . . . ,ω4.

ii) Déterminer les matrices et vecteurs élémentaires K0,K1 ∈ M4 et L ∈ R4 dont les compo-
santes sont données par (K0)i j =

∫
[0,1]2 ωiω j , (K1)i j =

∫
(∇ωi ,∇ω j ) et Li =

∫
ωi .

iii) En déduire les matrices et vecteurs K h
0 , K h

1 et Lh lorsque l’élément fini est un carré de
côté de longueur h.

b) Pour N ∈N, on associe à Ω la triangulation uniforme constituée de (N +1)2 carrés de côtés de
longueur h = 1

N+1 . Les nœuds de ce treillis sont numérotés de droite à gauche et de haut en
bas.

i) Pour les diverses conditions au bord, rappeler l’espace fonctionnel d’approximation asso-
cié au problème variationnel approché. En donner une base en fonction des polynômes
de base de la question précédente. Dessiner les fonctions de base ainsi obtenues.

ii) Pour le problème de Dirichlet, donner l’expression du système linéaire associé au pro-
blème variationnel approché. On mettra en évidence la structure par blocs du système
linéaire et on séparera les contributions de l’opérateur du second ordre (construit à par-
tir de K h

1 ) des contributions de l’opérateur d’ordre 0 (construit à partir de K h
0 ).

iii) Écrire le système linéaire associé au problème de Neumann en insistant sur les éléments
qui diffèrent de ceux du problème de Dirichlet.

iv) Même question pour le problème avec conditions au bord mixtes.

Exercice 6.6. A un ouvert Ω, on associe une triangulation uniforme quadrangulaire de type 1 (par
exemple). La matrice du système linéaire du problème variationnel approché dépend alors de la nu-
mérotation choisie pour les nœuds.
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Dans la pratique, on cherche une numérotation qui minimise la largeur de la bande de la matrice.
Pourquoi ?

Déterminer formellement la numérotation optimale lorsqueΩ est le carré ]0,1[2, le rectangle ]0,1[×]0,2[
ou le triangle de sommets (1,0), (0,1), (0,0).

Exercice 6.7. Parmi les triangulations suivantes du carré ]0,1[2 (numérotées de gauche à droite et de
haut en bas), déterminer celle qui est préférable. Pourquoi ?
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Exercice 6.8. On considère le problème avec conditions au bord mixtes

−∆u = 1 dans Ω=]0,1[2

et a(y)u(0, y)−ux (0, y) = ux (1, y) = 0∀ y ∈]0,1[, uy (x,0) = uy (x,1) = 0∀x ∈]0,1[

avec a ∈ L∞(]0,1[) vérifiant a(y) ≥α> 0 p.p.

a) Déterminer la formulation variationnelle associée à l’équation précédente.

b) Montrer qu’il existe une constante C > 0 telle que ∀u ∈ H 1(Ω) on a

‖u‖2
L2(Ω) ≤C (‖∇u‖2

L2(Ω) +
∫ 1

0
|u(0, y)|2 d y).

[On commencera par montrer que ∀u ∈ C 1(Ω), ∀ y ∈]0,1[, on a
∫ 1

0 u(x, y)2 d x ≤ 2u(0, y)2 +
4
∫ 1

0 ux (x, y)2 d x, en suivant la démonstration de l’inégalité de Poincaré.]

c) En déduire que le problème variationnel admet une unique solution.

d) Écrire le système linéaire associé à une triangulation uniforme quadrangulaire de type 1 dont
les éléments de base sont des carrés de côté de longueur h = 1

2 . Pour simplifier, on prendra la
fonction a constante.

Exercice 6.9. On considère le problème avec conditions au bord mixtes dans le triangle Ω= {(x, y) |
0 ≤ x, 0 ≤ y, x + y ≤ 1}

−∆u = 1 dans Ω

et u(x,1−x) = 0, ux (0, y) = 0, u(x,0)−uy (x,0) = 0, ∀x, y ∈]0,1[.

a) Réécrire les conditions au bord en fonction de la normale extérieure.

b) Déterminer la formulation variationnelle associée à l’équation précédente. [On posera v = u−1
et on déterminera la formulation variationnelle du problème associé à l’équation satisfaite par
v .]

c) Montrer que le problème variationnel admet une unique solution. [On montrera que, pour

tout u ∈ H 1(Ω), on a ‖u‖2
L2 ≤ ‖∇u‖2

L2 +
∫ 1

0
|u(x,0)|2 d x.]

d) On considère la triangulation uniforme triangulaire suivante.
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i) Écrire le système linéaire associé au problème approché pour v .

ii) Comment se déduit la solution approchée uh pour le problème initial ?

Exercice 6.10. Lemme de Bramble-Hilbert.
Soit Ω un ouvert convexe borné de R2. On utilisera les notations suivantes. Pour m,n ∈ N avec

m ≤ n, on définit sur C n(Ω) les semi-normes

|u|m,Ω = |u|m = max
Ω

max
i+ j=m

|∂i
1∂

j
2u(x1, x2)|

et la norme ‖u‖n,Ω = ‖u‖n = maxm≤n |u|m .

Pour k, l ∈ N fixés, on considère un opérateur continu T de C k+1(Ω) dans C l (Ω) tel que T p =
0 ∀p ∈ Pk (l’ensemble des polynômes de degré ≤ k). Il existe donc une constante C > 0 telle que
‖Tu‖l ≤C‖u‖k+1 ∀u ∈C k+1(Ω). On va montrer qu’en fait il existe une constante C > 0 telle que

‖Tu‖l ≤C |u|k+1, ∀u ∈C k+1(Ω).

a) Formule de Taylor.

i) Pour toute fonction u ∈C k+1(Ω) et m ≤ k +1, on note d mu(x) sa différentielle d’ordre m
au point x. On rappelle que sa norme, en tant que forme l-linéaire, est définie par

‖d mu(x)‖ = sup{|d mu(x) · (h1, . . . ,hm)| | |hi | ≤ 1∀ i }.

Montrer qu’il existe deux constantes α et β > 0 telles que

α|u|m ≤ sup
Ω

‖d mu(x)‖ ≤β|u|m , ∀u ∈C m(Ω).

ii) On fixe a ∈Ω. Rappeler pourquoi ∀x ∈Ω, il existe t ∈]0,1[ tel que

u(x) = ∑
i≤m−1

1

i !
d i u(a) · (x −a, . . . , x −a)+ 1

m!
d mu(a + t (x −a)) · (x −a, . . . , x −a).

b) i) Montrer qu’il existe une constante C > 0 telle que, ∀u ∈ C m+1(Ω) vérifiant ∂i
1∂

j
2u(a) = 0

∀ i + j ≤ m, on a ‖u‖0 ≤C |u|m+1.

ii) En déduire l’existence d’une constante C > 0 telle que, ∀u ∈C k+1(Ω) vérifiant ∂i
1∂

j
2u(a) =

0 ∀ i + j ≤ k, on a ‖u‖k+1 ≤C |u|k+1.

iii) En déduire qu’il existe une constante C > 0 telle que ∀u ∈C k+1(Ω) il existe p ∈ Pk avec

‖u −p‖k+1 ≤C |u|k+1.

c) Conclure qu’il existe une constante C > 0 telle que

‖Tu‖l ≤C |u|k+1, ∀u ∈C k+1(Ω).

Exercice 6.11. Convergence de la méthode des éléments finis.
Soit Ω un ouvert polyédrique de R2 auquel on associe une triangulation Th de sorte que Ω =⋃

Th∈Th
Th . Pour simplifier, on suppose que la triangulation est uniforme au sens où, à chaque Th ,

correspond un élément fini qui est déduit d’éléments finis de référence compatibles par une homo-
thétie de rapport h > 0. Le nombre de ces éléments finis de référence est, bien sûr, indépendant de
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h. On suppose que les éléments finis de référence (T,Σ,P ) sont de type Lagrange et que l’espace
fonctionnel P associé contient l’espace Pk des polynômes de degré ≤ k.

On note (ah
i )1≤i≤N l’ensemble des nœuds associés à cette triangulation. Les fonctions de base ωh

i
de l’espace fonctionnel d’approximation sont déduites des éléments finis de référence (par homothé-
tie et recollement) et sont caractérisées par ωh

i (ah
j ) = δi j ; elles sont continues, à cause de l’hypothèse

de compatibilité des éléments finis de référence. On note enfin Πh l’opérateur d’interpolation asso-
ciée défini ∀u ∈C (Ω) par Πhu =∑

u(ah
i )ωh

i .
L’objet de l’exercice est d’estimer, lorsque u est suffisamment régulière, l’erreur d’interpolation

‖u −Πhu‖H 1(Ω).

a) Donner des exemples de triangulation uniforme satisfaisant les hypothèses précédentes. [On
les choisira quadrangulaires de type k ou triangulaires de type k.] Préciser les éléments finis de
référence et rappeler comment se déduisent les nœuds ah

i et les fonctions de base ωh
i associés.

b) On se place, pour cette question seulement, dans un élément fini de référence (T,Σ,P ). T est
donc de la forme Ω avec Ω ouvert convexe borné de R2, et Σ est la collection de n points de
(ai )1≤i≤n distincts. On lui associe une base canonique (ωi ). On rappelle que P est constitué de
polynômes contenant Pk . L’opérateur de P-interpolation est alors donné par Πu =∑

u(ai )ωi .

i) Montrer que l’on a Πu = u ∀u ∈ P .

ii) Vérifier que Π est un opérateur continu de C (T ) dans C 1(T ).

iii) Déduire de l’exercice précédent qu’il existe une constante C > 0 telle que ∀u ∈ C k+1(T )
on a

‖u −Πu‖1,T ≤C |u|k+1,T .

c) i) Soit Th ∈ Th fixé. Montrer qu’il existe une constante C > 0 indépendante de h telle que
∀u ∈C k+1(Th) on a

|u −Πu|0,Th ≤C hk+1|u|k+1,Th et |u −Πu|1,Th ≤C hk |u|k+1,Th .

[On fixera a tel que Th = a +hT , avec T élément fini de référence, et on considérera la
fonction définie sur T par ũ(t ) = u(a + th).]

ii) Conclure qu’il existe une constante C > 0 telle que ∀h ≤ 1, ∀u ∈C k+1(Ω) on a

‖u −Πhu‖L2(Ω) ≤C hk+1|u|k+1,Ω et ‖u −Πhu‖H 1(Ω) ≤C hk |u|k+1,Ω.

d) Comment s’interprète le résultat précédent lorsqu’il est appliqué à l’approximation d’un pro-
blème variationnel ?

Exercice 6.12. Examen de juin 2004, partie numérique
On approche le problème (Pn)V par une méthode d’approximation variationnelle d’éléments finis

P1. On introduit triangulation régulière Th de Ω en éléments finis (T,P1, {a1, a2; a3}) où {a1, a2; a3}
sont les sommets du triangle générique T ∈Th et on pose h = max

T∈Th

(diam T ).

On introduit l’ espace suivant :

Vh = {v ∈C 0(Ω); v|T ∈P1, ∀T ∈Th , v = 0 sur ∂Ω}.

7) Rappeler la définition d’une triangulation régulière de Ω.

8) Écrire le problème variationnel approché (Pn)h
V dans Vh . Rappeler le résultat qui permet d’af-

firmer que ce problème admet une solution unique uh
n ∈ Vh . Pour tout n ≥ 1 fixé, quelle est la limite

dans H 1
0 (Ω) de uh

n lorsque h tend vers 0 (justifier la réponse) ?

9) Pour tout h > 0 on introduit la projection Prh , dans l’espace de Hilbert L2(Ω), sur le sous espace
Vh .
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On rappelle que ∀g ∈ L2(Ω), Prh g ∈ Vh est caractérisé par ∀vh ∈ Vh ,
∫
Ω(g −Prh g )vh d x = 0. Dé-

montrer les estimations suivantes :

‖uh
n‖L2(Ω) ≤ ‖Prh f ‖L2(Ω)

1

n
1
2

‖Duh
n‖(L2(Ω))2 ≤ ‖Prh f ‖L2(Ω).

10) Démontrer que pour tout h > 0 fixé,

∀vh ∈Vh ,
∫
Ω

uh
n vhd x →

∫
Ω

(Prh f )vhd x lorsque n →+∞.

11) Démontrer que, pour tout n ≥ 1 et tout h > 0,∫
Ω

(uh
n −Prh f )2d x ≤ 2

∫
Ω

(Prh f )2d x −2
∫
Ω

(Prh f )uh
n d x.

En déduire que pour tout h > 0 fixé,

uh
n → Prh f dans L2(Ω) lorsque n →+∞.


