Equations aux dérivées partielles et analyse numérique Divergence & Trace
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1. THEOREME DE LA DIVERGENCE

xy

Soit Q) un ouvert de R” de bord I'. Pour définir I'intégrale sur le bord I nous allons relier ce bord a un domaine
de R™! (les cartes locales). Nous supposerons que Q) vérifie les hypothéses suivantes : il existe
- des points yy,..., yy dans T';
— des coordonnées locales (xi, . .., x,) = (x', x,) dans un voisinage de point y; (pour simplifier nous omettons
le parametre i des coordonnées locales) ;
- des homéomorphismes

n-1 . )
(1) yi: U=l -ajaj[x] - rr[— Vi=yi(U))
=1
(x's %) — (X', x4 + 0i(x"))
tels que si on définit
n-1 o n-1 o n-1 o
(2) U =11 -« aj[x]0,r[, U?zH]—(x;,(x;[x{O}, Ui =[[]-ajaj[x]-r0[,
i=1 =1 =1

alors

N
(3) vi(Uf)cQ, Li=yi(U))cl, wi(U7)cR'~Q, UTL=T;
i=1



— des fonctions y; € D(V;) telles que y; > 0 et

N
(1) Z yi =1 dans un voisinage de I'.
i=1

Si les fonctions o; sont de classes C* on dit alors que Iouvert Q est de classe C*. Si les fonctions o; sont Lipschitz
(continues) I'ouvert Q est dit Lipschitz.

Les fonctions y; sont appelées partition de I'unité (voir le cours d’analyse fonctionnelle ou celui sur les distribu-
tions).

Rappelons qu’une fonction o de R"~! dans R est Lipschitz (continue) si et seulement si il existe une constante C,
telle que

V', y" o (x") = o(y)] < Colx" = ¥,

et rappelons qu’un théoréme (bien connu, théoréme de Rademacher) dit que toute fonction Lipschitz admet presque

. _ (0 0 . . i . . . -1
partout un gradient Vo = (7, ..., 577—) (noté en ligne par commodité) qui appartienta L (Q)"".

Pour que les choses soient plus claires et plus faciles (le théoréme de Rademacher est assez délicat) on peut en
premiére lecture remplacer Lipschitz par C' (mais le n—cube est un ouvert Lipschitz et mais n'est pas de classe C).

Définition 1. Soit Q) un ouvert Lipschitz de R". Soit u une fonction définie sur la frontiere I'. La fonction u est dite
intégrable sur I’ si et seulement si les fonctions

(s) ui = (yiu) o yi(x',0)\/1+ |Vai(x)?

o . j=n-1 P
sont intégrables sur le domaine Hj.:f |- @ oc;.[: D; et on pose

(6) /;u(x) do(x) = :zj;/D,- u;(x")dx’'

Remarque 2. Attention, pour que la définition précédente en soit une il faut démontrer que la valeur de I'intégrale
ne dépend pas du choix des cartes locales ! On peut trouver dans la littérature une définition plus intrinséque...
Remarque 3. On peut alors définir L?(T), etc.

Théoréme 4 (le théoreme de la divergence). Soit Q un ouvert Lipschitz de vecteur unitaire normal noté v. Soit
—> 1/~
u = (uy,...,uy,) un champ de vecteur de classe C'(Q)). Alors

7) fﬂdiv(ﬂ))dx: r7-7da(x).

Démonstration. Nous avons
N N
fdiv(a’)dx:fdiv(zy,-?) dx+fdiv((1—2y,»)7) dx
Q Q i=1 Q i=1
N
=Z/ div(yiﬂ))dx+fdiv(y7) dx
= Ja Q

avecy =1- Zf‘il yi (les fonctions y; sont définies en (4)). Comme la fonction y est une fonction réguliere sannulant
sur le bord T' de Q) nous obtenons

o - d - 0
Ldlv(yu)dx—;an—Xi(yu,)dx—;/[Xia—xi(yu,)dx—O,

la derniére intégrale représentant le fait que l'on intégre d’abord dans la direction x; (avec donc un peu de Fubini et
la formule en dimension 1 [, ah g'(t)dt = g(b) — g(a)). Ainsi nous avons

N N
(8) | div(y) da - > a0 T ) dy = > /, ey EOT () .



Par définition des fonctions y; la transformation

y=yi(x) = (%1, ., Xn1, X + 07 (%))

a pour Jacobien la matrice

1 - 0
J=1 : : | (Vo; correspond au vecteur ligne de taille n — 1)
VO',‘ 1
dont I'inverse est
1 e 0
Jt=l .
(-VO’,' 1)
De plus det(]) =1et
SN S I N
ay] 09Xk dyj  0X; axjaxn’ J= e ’ ayn_axn'

Ainsi le changement de variable en (8) nous donne

n-1 a 9
f%(w) dlv()’z u(y))dy= f Z{ (yiuj) - 5% (yiuj)} + a—xn(yiun) dx.

1]1

Comme g”’ ne dépend pas de la variable x, nous obtenons

Sy 8O0 TONa =5 [ Gy [ St vor-w)

ouu' = (uy,...,uy1). Enintégrant dans différentes directions pour chaque terme et en utilisant le fait que y; est a
support compact il vient

. Rove _ ‘ o o ,
f%(U?)dW(%u(y))dy fDi)’z(Voz ' =) (wi(x',0)) dx’.

Nous en déduisons que

N
(9) fn div(@)dx = fD yi(Voi-u' —uy)(yi(x',0)) dx".

i=1 /Di
Il est presque facile de voir que le vecteur unitaire normal a I' est donné en chaque I; par la formule

V= (14 Vo) (Ve -1),
ce qui entraine avec la formule (6)
— — N
[r u-vdo(x)= ZfD yi(Voi-u' —u,)(yi(x',0)) dx'
i=1 7 Di

ce qui donne avec (9) le théoréme. O



2. TRACE

On reprend ici les notations données pour le théoreme de la divergence, a savoir Q un ouvert de R” de bord T
supposé Lipschitz. Afin de définir correctement la trace d’un élément de H'( Q) établissons tout d’abord un résultat
pour les fonctions C'(Q).

Théoréme 5. Soit Q) un ouvert Lipschitz de R". Alors il existe C = C(Q) tel que

(10) /;]u\dagC(_/Q\u|dx+/(;|Vu]dx).

Hlustrons d’abord le cas Q =]0,1[% Ici I'intégrale sur le bord, /. do(x), se définit sans probléme, les bords sont
droits ! Si u est C'(Q) alors

fruda(x) = /01 u(x,0) +u(x,1) + u(0,x) + u(l, x)dx.

Soit ¢ € Cg°([0,1[) avec ¢ = 1 dans un voisinage de 0, 0 < ¢ < 1. Comme ¢ est & support compact dans [0,1[ on a

u(x,0) =u(x,0)p(0) = fol a%}(u(x,s)(p(s))ds,
dou 1 5
45,01 < (loles +19le) |l )+ |3 uCxs)]ds.

En intégrant x sur ]0,1[, on obtient

1 1 1
Jy .0l < (Tl +19'l) [ [ e 9]+ [5ue,5)dsds < (ol = o) ]+ 9.

En faisant de méme en (x,1) (avec une fonction ¢; valant 1 en 1), (0, ), (1, y) on obtient alors qu’il existe une
constante (qui dépend des fonctions ¢, ... mais indépendante de u telle que

Ju)do(x) < (lulay + 19ulo).

Démonstration. Tl faut tout d’abord se remettre en téte la définition de Q Lipschitz (prendre C! éventuellement pour
faire plus simple). Comme notre bord T est découpé en plusieurs parties I; via les cartes locales il faut s’intéresser
a y;u sur le bord I;. Lavantage est que y;u définie dans V" de bord I se transforme en (y;u) o (y;(x’, x)) définie
dans U; de bord U — droit! — pour lequel on peut appliquer aisément la technique du cas du carré |0, 1[%.

T; = ¥i(U7)
/\Pi—\ A
/

U

1

\j

Par définition on a

/;u(x)da(x) = ngi u;(x")dx',



avec
fDu,-(x')dx':[D(y,-u)ov/i(x',o) 1+ [Vai(x/)Pdx’.

C'est ce dernier terme qui se traite comme dans le cas du carré. En effet (yiu) oy;(x’, x) est définie dans un ouvert
du type [T}~ - a, a; [ ]0, [ qui & une transformation preés est 0, 1[".
Comme y; est a support compact ona

(yiu) o (yi( x', 0)) iu) o (V’l(x Xn)) }dxn

a
:_fo T (x', %)) Y.

En prenant la valeur absolue et sachant que y; est trés réguliere (indépendante de u) et que y; est Lipschitz (penser
a C! en cas de difficulté) on en déduit que

i) o (a0 < € [ty m)] |2 (' )l

(Wi (' xn) Ju(yi(x', x0)) + )’1

En multipliant I'inégalité par la quantité \/1+ |V oi(x')|?, qui est bornée, et en intégrant sur D; on obtient pour une
nouvelle constante C (mais toujours indépendante de u) (il y a du Fubini dans l’air),

S, 1000 s ODNIF VoGP < € [ futwi ' wa)]+ |22 (i 30)) i

Sommer sur i 'inégalité précédente nous donne par définition de I'intégrale sur le bord I',

N
0
[|u|d0(x) <C)’ /+ |u(yi(x',x0))| + |—{u(1//i(x',xn))}‘dx'dxn.
r = Ju; 0xp
11 suffit de faire le changement de variable y = y;(x’, x,) pour obtenir que

S B s+ [ )Y x5 € [ )+ Tu)ldy = € [ )]+ [9u()ldy
Finalement on obtient que
[1uldo(x) < NCC” [ Ju(y)l+[vu(y)ldy,
qui est le résultat demandé. 0
Du théoréme précédent se déduisent aisément des inégalités dans LP. Nous nous limiterons au cas p = 2:
Théoréeme 6. Soit Q un ouvert Lipschitz de R". Il existe une constante C((,2) tel que pour tout u dans C'(Q),
(11) lull2ry < C(Q,2) [[ull ()

Ainsi lapplication linéaire y, définie de C'(Q) dans L*(T') qui & u associe ur sétend de maniére unique en une appli-
cation linéaire continue de H'(Q) dans L*(T) (cest la fameuse trace d’une application H').

Démonstration. La fonction u? est C' ce qui donne avec le résultat précédent (10) appliqué a u?

[ruzdo(x) < C/Q u? + 2|u| x |[Vuldx < C fQ || (Ju] + |Vul)dx.
Avec I'inégalité de Cauchy-Schwarz on en déduit que
[Fuzdff(x) < Clluf g2y [[lul + |V”|HL2(Q) < Clluf2(ayllulmqy < Clulinq)-

Soit u est un élément de H'(Q). Par un résultat de densité soit u; une suite d’éléments de C$°(Q) qui converge
vers u fortement dans H'(Q). En utilisant (11), la suite uj est de Cauchy dans L?(T). Cette suite converge donc vers



un élément noté y(u) qui appartient a L?(T), ce y(u) est appelé la trace de u sur T et est bien définie (clairement
y(u) est indépendant de la suite choisie). O

Remarque 7. Si Q nest pas Lipschitz alors on ne peut conclure en général que si u est dans H' alors la trace de u est
dans L?(T'), ni méme dans L!(T'). Pour cela les ouverts qui conviennent sont des ouverts avec des bords tranchants.
En effet considérons dans R? le domaine décrit par

y

Q={(x,%);0<x <1, 0<x<x}.

. . 1 . .
Considérons la fonction u(x1, x,) = —. Clairement au sens faible on a
X1

0 1 0
—uz——z, —u=0 dans Q.
0x; x 0x,

et les calculs donnent

5 5 1 1 1 q11
f(u +|Vu| )dx:f(—2+—4)dx1dx2:f dxlf — + —dx;
Q a\xf  x 0 o xf  x
1 3
3
= +x1)dx; = —.
[ nhin -

Ainsi u est un élément de H'(Q) mais la trace de u sur T nappartient pas a L*(T) puisque 1/x; ¢ L2(]0,1[).



